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1. A Lorenz-rendszer

1963-ban Edward Lorenz egy nagyon érdekes differencidlegyenlet-rendszert irt fel, mely
szdmos kiilonleges tulajdonsiggal rendelkezik [3]. A modell egy folyadékban lebegd
részecskék helyzetét ragadja meg. A részecskét a fold alulrdl melegiti, igy az felfelé szall
majd fennt lehiil és leereszkedik. A modell egy kétdimenzids folyadék/gaz cella fizikai
folyamatainak leegyszeriisitése, amiben csak 3 valtozé mennyiség van. FEzek koziil az
egyik a hédramlas altali koriilfordulds intenzitdsa (x), a masik ketté pedig a vizszintes
és fliggbleges homérséklet valtozds (y és z). A modellt tehat egy haromdimenzids, nem-
linedris, determinisztikus, kozonséges differencidlegyenlet-rendszer adja meg:

¥ =o(y—x)

Y =rx—y—x2

2 =xy—bz.
Az egyenletrendszer hiarom paramétere a o Prandtl szdm, az r Rayleigh szdm és a b
paraméter, ami a rendszer méretét szabdlyozza. Feltevés, hogy mindharom pozitiv valés
szdm és hogy 0 > b+ 1. Az eredeti modellben ezek a paraméterek o = 10, b = 8/3 és

r = 28 voltak. Ebben az esetben a rendszer megoldésgorbéi egy nagyon érdekes alakzatot
adnak, amit az 1. dbra szemlétet.

2. Elemi vizsgalatok

Egyszert algebrai moédszerekkel meghatarozhatd, hogy a rendszer egyenstlyi pontjai az
origd, tovabba a

Qs = (£/b(r — 1), £/b(r — 1),7 — 1)

pontok. A linearizalt rendszer méatrixa

—-oc o 0
r—z —1 —=x
Y x —b

Az origéban a sajatértékek —b és

/\i:%(—(ﬂ—l-l):i:\/(U+1)2—4U(1—T)> :

fgy a0 > r < 1 esetben az origd egy stabil fékusz. Egy megfelel6 Ljapunov fiiggvény
(L(z,y,2) = 22 + oy? + 02?) segitségével igazolhat6 a kivetkezd allitds.



1. 4bra. A Lorenz attraktor

2.1. Allités. Har < 1, akkor a rendszer dsszes megolddsa az origohoz tart.

Amikor r > 1, akkor két dolog torténik. Egyszrészt az origé-beli Ay sajatérték pozitivva
valik és igy az origd nyeregponttd valik. Masrézt létrejonnek a Q1+ egyensilyi pontok.

K 1170 2 ,7 . . ¢ * +b+3
2.2. Allitas. A Q+ egyensilyi pontok stabil fokuszok, ha 1 <r <r* =0 - 7t

3. A Lorenz-attraktor

Mint emlitettiik, Lorenz eredeti vizsgalataiban a paraméterek o = 10, b = 8/3 és r = 28
voltak. Ezutdn mi is ezt vizsgaljuk. Ebben az esetben a rendszernek egy ugynevezett
yattraktora” van, azaz létezik egy olyan invarians halmaz, ami magahoz vonzza a kornyezo
megoldésokat.

3.1. Definicié. Legyen X' = F(X) egy differencidlegyenlet-rendszer és i a neki megfe-
leld folyam (flow). A A halmaz egy attraktor, ha

1. A kompakt és invaridans,

2. létezik A-nak egy olyan U nyilt kérnyezete, hogy minden X € U pontra pi(X) € U
minden t > 0 esetén és Ni>op(U) = A,

3. (tranzitivitas) minden Y1,Ys € A és Y1 € Uy, Ya € Uy nyilt kornyezetek esetén létezik
egy olyan megolddsgorbe, ami U1-bol indul és késobb dthalad Us-n.



Az eredeti paraméterezés esetén tehat az egyensilyi pontok: (0,0,0) és Qi+ =
(£6v/2, £6v/2,27). Az origéban a sajdértékek Ay = —8/3 és Ay = -4 & w. Azaz a
sajatértékek sorrendje A_ < A} < 0 < A4, igy tehat az origéban van egy stabil 2 dimenzids
altér (xz sik) és egy instabil altér (y tengely). Qi-ben egy egyszeres, valds, negativ és egy
komplex, pozitiv valds részii, konjugdlt par a sajatértékek. Amint az a 1. abran ldthaté
egy altalanos palya egy ideig példaul a Q)4 egyensilyi pont koriil kering, majd egy id6
utan attér a Q_ koriili keringésre, ahonnan megint visszatér a ()-hoz, stb.

4. Egy heurisztikus modell

Amint az az dbran is latszik, a fent emlitett palydk mindig elmetszik a z = 27 paraméterii
sikot. Fzért a folyamat jobb megértése érdekében érdemes lehet erre a sikra nézve a
Poincaré leképezést vizsgalni. Ennek az explicit kiszamitasa azonban nagyon nehéz. fgy
egy egyszerusitett modelll tekintiink, ami sok tekintetben hasonléan viselkedik a Lorenz-
rendszerhez. 1979-ben Guckenheimer és Williams a kdvetkezd, geometriai ihletésii egy-
szeriisitett modell javasolta [1]. A modellt nem egy vektormezével adjuk meg, hanem
bizonyos kvalitativ tulajdonsagokkal. Megmutathatd, hogy ilyen rendszer létezik (mate-
matikai értelemben) és az megfelel a Lorenz-rendszer bizonyos paraméterezésének.

Mivel a Lorenz-rendszer az (x,y, z) — (—z, —y, z) tiikkrozésre szimmetrikus, igy az j
rendszer is legyen ilyen. Az origd egy egyenstilyi pont legyen és az |x|, |y|, |z| < 5 kockdban
a rendszer linedris a —1,2 és —3 sajatértékekkel. Azaz a kockdban a renszert az

/
= -3z
/
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egyenletek adjak meg. Helyezziink el két tovdbbi egyensilyi pontot a z = 27 sikban, a
Q- = (—10,—-20,—-27) és a Q4+ = (10,20,27) tgy hogy az y = +20,z = 27 egyenesek
az emlitett egyensilyi pontok stabil alterei legyenek, és a masik két sajatvektor ebben a
pontban komplex pozitiv valds részel.

Jeloljik Y-val az |z|,|y| < 20,z = 27 téglalapot. A modell legyen olyan, hogy az
ezen téglalap belsejében a vektormezé lefelé mutat, igy a a megoldasok spiralis alakban
tavolodnak Qi-tél, akércsak a Lorenz modellben. Jeldlje ¢* az origébdl kiinduld két
instabil megoldast, amelyek megkeriili az emlitett téglalapot majd feliilr6l atmetszik azt
a pt = (£2*, Fy*) pontokban.

Ezutan tekintsiink egy y = v koordinatdja egyenes vonalat »-ban. Ha v = 0, akkor
az innen indulé megoldasok az origdba tartanak, igy sose térnek vissza Y-ba. Feltessziik
viszont, hogy minden mas, »-bdl induldé megoldas visszatér oda, és ennek mikéntjét a
kovetkez6 tulajdonsagok irjak le.

1. Legyen ¥, =YX N{y >0} és ¥_ = ¥ N {y < 0}. Feltessziik, hogy minden ¥ _-beli
ponton athaladé megoldéas visszatér >-ba egy kés6bbi idépontban. Ezért értelmes
a®: 3, UX_ — X Poincaré leképezés.Feltessziik tovabba, hogy ®(X.) egy olyan
egyenl6 szari haromszog, amelynek a talpaval szemkozti csticsa p™, a talppontjdnak

kozéppontja pedig Q4 (ugyanigy X-ra).

2. Minden v # 0 esetén feltessziik, hogy ® az y = v egyenest az y = g(v) egyenesre viszi
ahol g egy megfelel6 fiiggvény, tovabbd ® Osszehizza ezt az egyenest az = tengely
mentén.



3. Feltessziik, hogy ® a ¥, és Y._ tartomanyokat az y tengely mentén legaldbb /2-
szeresre nytjtja, azaz ¢'(v) > /2.

4. A DO leképezés a Y-t érint6 azon vektorokat, melyeknek a sikban vett meredeksége
+1, olyan vektorba viszi, amelyek meredekségének abszolutértéke 1-nél nagyobb.

Analitikusan ezekbdl a tulajdonsagokbdl kévetkezik, hogy ®(x,y) = (f(x,y), g9(y)) alaku.

Legyen R C ¥ az a téglalap, amelyre |y| < y*, azaz amit a p*-ra fektetett,  ten-
gellyel parhuzamos egyenesek hatarolnak. Megmutathatd, hogy barmilyen, ¥-bdl induld
megoldas el6bb-utobb metszi R-t, igy elég ® tulajdonsagait csak ott vizsgalni, és erre igaz
hogy ®(R) C R. Legyen

A= &0,
n=0

és

A= (U MA)) U{(0,0,0)} .
teR

Ekkor belathatd, hogy A egy attraktora a ® leképezésnek és igy A egy attraktor a modell
Lorenz rendszerben (biz. 1d. [2]).

5. Kaotikus tulajdonsagok

Mivel két kiilonboz6, de azonos y koordindtdji pont képe is azonos y koordinataju,
csak a tavolsdguk csokken, ezért sok vizsgalathoz tulajdonképpen elég csak magaval
az y koordinataval foglalkozni, és annal valtozdsaval a g hatasara. Ekkor a Poincaré
leképezést egyértelmilen meghatarozza az I \ {0} intervallumon értelmezett g fiiggvény,
ahol I = [—y*, y*].

A fennt emlitett tulajdonsdgokbdl kovetkezik, hogy g(—y) = —g(y) igy ¢ paratlan
fiiggvény, O-ban balrél y*-hoz, jobbrél —y*-hoz tart és ¢'(y) > /2. Léthaté, hogy a
[g(—y*), g(y*)] intervallumbeli pontoknak két 8sképe van, az (—y*,g(—v*)), (9(v*),y*)
belieknek egy, mig +y*-nak nincs 6sképe.

Legyen yg € I és vizsgaljuk az AN {y = yo} halmazt. Egyszerii érveléssel beldthaté a
kovetkezo allitas.

5.1. Allitas. Legyen 0 < v < y*. Minden e > 0 esetén létezik ug, vo € I, hogy |ug—1o| < €
és |vo — yo| < € dgy, hogy |g" (uo) — g™ (vo)| = 2v.

Bizonyitas. Legyen J egy yg kozépponti, 2¢ 4tmérdjl intervallum. A g fiiggvény minden
iterdcidja legalabb v/2-szeresére nyujtja a J intervallumot, igy létezik egy olyan n, hogy
0 € g"(J). Ekkor g"*!1(.J) tartalmaz +y*-hoz tetszélegesen kozeli pontokat, és igy léteznek
pontok g"*1(.J)-ben, amelyek tdvolsiga legalabb 2v.

fgy tehat a g fiiggvény orbitja nagyon érzékenyen fiigg a kezdeti értéktol, ami a kaotikus
rendszerek egyik jellemzéje. Ebbdl kovetkezGen hasonlé tulajdonsag érvényes ®-re és A-ra
is.

Egy yo pontot periodikusnak neveziink, ha létezik olyan n > 0, hogy ¢"(vo) = yo-

5.2. Allitas. A g figguény periddikus pontjai striick I-ben.



Bizonyitas. (Otlet) Megmutathat6, hogy barmilyen J C I\ {0} részintervallum esetén
létezik olyan n > 0 és J' € J, hogy ¢" J'-t egy az egyben (—y*,0]-ra vagy [0,y*)-ra
képezik. Emiatt vagy J' C ¢™(J') vagy J' C g™t (J'). Igy a ¢" vagy ¢"t! grafikonja
metszi az y = x egyenest és igy létezik egy periodikus pontja g-nek minden J C I\ {0}
intervallumban.
Ez alapjan belathatd, hogy ugyanez teljesiil ®-re A-n.

Egy harmadik lényeges tulajdonsag, hogy a ¢ fiiggvény tranzitiv I-n, és hogy ugyanez
igaz ®-re A-n.

Az eddigieket Osszefoglalva kapjuk az alabbi tételt.

5.3. Tétel (A Lorenz-modell dinamikdja). A ® Poincaré leképezés a Lorenz-modell
A attraktordra teljesiti a kévetkezd tulajdonsagokat:

1. @ a kezdeti értéktol érzékenyen fiigg;
2. ® periodikus pontjai siiriek A-ban;

3. ® tranzitiv A-n.
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