
Budapesti M¶szaki és Gazdaságtudományi EgyetemVillamosmérnöki és Informatikai Kar
Statisztikai módszerek askálafüggetlen hálózatokvizsgálatáraTudományos Diákköri DolgozatGyenge Ádámadamgyenge�
s.bme.hu

Konzulens: Dr. Tel
s AndrásSzámítástudományi és Informá
ióelméleti Tanszék
2007



Tartalomjegyzék1. Bevezetés 21.1. A Pareto eloszlásról . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32. Paraméterbe
slés 52.1. Ismert paraméterbe
sl® te
hnikák . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52.1.1. Visszavezetés lineáris regresszióra . . . . . . . . . . . . . . . . 52.1.2. Momentum módszer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62.1.3. Maximum likelihood módszer . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82.2. A 
sonkított momentumok módszere . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92.2.1. Elméleti megfontolások . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92.2.2. Gyakorlati megvalósítás . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112.2.3. Egy másik példa: a normális eloszlás . . . . . . . . . . . . . . 152.3. A be
slési módszerek összehasonlítása . . . . . . . . . . . . . . . . . 163. Illeszkedésvizsgálat 193.1. Illeszkedésvizsgálat a Pareto eloszlásra . . . . . . . . . . . . . . . . . 193.2. A Küszöbkeresés algoritmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203.3. Egyenletes és Pareto eloszlás keveréke . . . . . . . . . . . . . . . . . 213.4. VoIP hívások vizsgálata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234. Grá�ejl®dési modellek vizsgálata 254.1. Skálafüggetlen hálózatok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254.2. A modellek statisztikai tulajdonságai . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284.3. Az AS gráf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 294.4. Az iWiW gráf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 315. Az elkészült programok bemutatása 346. Összefoglalás, konklúzió 35A. Statisztikai emlékeztet® 37
1



1. BevezetésSzámos m¶szaki, szo
iológiai és egyéb tudományos területen �gyelhet®ek megolyan jelenségek, melyek Pareto, vagy másnéven hatványfüggvény eloszlású valószí-n¶ségi változókkal modellezhet®k. Az egyik legfontosabb ilyen terület, az utóbbi évek-ben jelent®s �gyelmet kapó, nagyméret¶ skálafüggetlen gráfok [1℄. Az ilyen gráfok fok-számeloszlása általában Pareto eloszlást követ, és mint kiderült, rengeteg társadalmi-kommuniká
iós jelenség leírható velük. Ahhoz, hogy ezeket a gráfokat részletesebbentanulmányozni tudjuk, szükségünk van olyan statisztikai módszerekre, melyekkel le-het®ségünk nyílik a meg�gyelések elemzésére, a vizsgált struktúra �feltérképezésére�.Dolgozatomban ezt az igényt igyekszem kielégíteni, bemutatva a felmerül® feladato-kat, majd összehasonlítva ezek lehetséges megoldásait szimulált adatokon és valódiadatrendszereken is.A dolgozat két nagyobb részre tagolható. Els®ként részletesen bemutatom, hogyhogyan illeszthetünk Parero-eloszlást pontok egy halmazára. Ez az eloszlás paramé-tereinek be
slését jelenti a mintaelemek alapján. Általában is az egyik legfontosabbstatisztikai kérdés, hogy mik a vizsgált jelenség eloszlásának paraméterei. A skálafüg-getlen gráfok esetében kiderült, hogy a fokszámeloszlás paraméterei a gráfok számostulajdonságát befolyásolják. Több általános, jól használható paraméterbe
sl® mód-szer is létezik, de ez a terület jelenleg is aktívan kutatott. F®ként az egyes spe
iálisalkalmazásokban jobban teljesít® te
hnikák kerültek el®térbe, ezek hatékonyabbaklehetnek egy-egy adott feladatra.A 2. fejezetben tehát el®ször áttekintem a klasszikus paraméterbe
sl® módszere-ket és alkalmazom ®ket a Pareto eloszlásra. Ezután bemutatok egy kevésbé ismertmódszert is. Ez a feltehet®leg igen általánosan használható lesz, mivel más, abszolútfolytonos eloszlásokra is alkalmazható. Itt most a Pareto, illetve kitér®ként a normá-lis eloszlásra alkalmazva kerül bemutatásra, és megpróbálom megválaszolni az ezzelkap
solatban felmerül® kérdéseket. A fejezet végén mérések alapján összehasonlítoma be
slési módszereket, szimulá
iók alapján megpróbálom meghatározni a legjobbbe
slési eljárást.A munka második része az illeszkedésvizsgálattal és a skálafüggetlen gráfok fok-számeloszlásának illesztésével foglalkozik részletesen. Itt a f® kérdés, hogy az (eset-leg paraméterbe
sléssel) felállított modellünkre mennyire illeszkedik a háttérváltozótényleges eloszlása. Az 3. fejezetben felhasználva a klasszikus χ2 próbát bemutatunkegy küszöbkeres® algoritmust, mely bizonyos keverék eloszlások esetén a Pareto el-2



oszlású mintaelemek elkülönítésére képes. A 4. fejetben több grá�ejl®dési modellt ismegvizsgálunk, és megpróbáljuk a fokszámeloszlások és más jellemz®k alapján megta-lálni ezek közül a valódi hálózatokra legmegfelel®bb eredményt produkáló módszert.A dolgozatban bemutatott összes módszert és kísérletet megvalósítottam Matlab-ban. A programok rövid bemutatásával foglalkozik a 5. fejezet. Ezeket és a bemuta-tott adatrendszereket, méréseket is elérhet®vé tettem az alábbi honlapon, így azokatbárki használhatja (az anyagok a dolgozat CD mellékletén is megtalálhatóak):http://
s.bme.hu/~adamgyengeA 6. fejezetben összefoglalom a dolgozat eredményeit, az A függelékben pedig amatematikai statisztika legfontosabb vonatkozó fogalmai és tételei olvashatóak.1.1. A Pareto eloszlásrólAz (α, β) paraméter¶ Pareto eloszlás eloszlásfüggvénye a következ®képp van de-�niálva:
F (x)α,β = 1−

(

x

β

)−α

, x > β (1)Az eloszlás abszolút folytonos, s¶r¶ségfüggvénye:
f(x)α,β =

α

β

(

x

β

)−(α+1)

=
αβα

xα+1
, x > β (2)Szükséges, hogy mindkét paraméter pozitív valós szám legyen. A β paraméter azeloszlás �helyét� adja meg, vagyis eltolását a számegyenesen, az α paraméter pediga lapultságát.Pareto olasz közgazdász a vagyoni viszonyok megoszlásánál fedezte fel ezt azeloszlást, melyet kés®bb róla neveztek el. A tudományos irodalomban azonban szá-mos más név is elterjedt. Sok helyen power-law vagyis hatványfüggvény eloszlásnaknevezik, és ekkor az α+ 1 exponenst jelölik α-val vagy γ-val. Ekkor tehát a s¶r¶ség-függvény f(x) = Cx−α (ahol C egy olyan normáló konstans, hogy sür¶ségfüggvénytkapjunk). Minden itt bemutatott módszer az α − 1 visszahelyettesítéssel ekkor ishasználható. Amennyiben külön nem említjük, mi a (2) jelölést fogjuk használni.Szintén elterjedt még a Zipf-eloszlás elnevezés. Zipf az angol szavak el®fordulásai-nak gyakoriságánál vett észre ilyen eloszlást. A Pareto eloszlásról részletesebben lásd[2℄-t. 3



Az olvasóban joggal merülhet fel az az észrevétel hogy gráfok fokszámai 
sakdiszkrét értékeket vehetnek fel. Ekkor egy pillanatra élve a fenti konven
ióval azeloszlás súlyfüggvénye a következ®: p(k) = Ck−α. Ezt minden k-ra összegezve 1-etkell kapnunk:
∑

k

p(k) = C
∑

k

k−α = Cζ(α) = 1Ahol ζ(α) a Riemann-féle ζ-függvény. Az el®bbi egyenletet átrendezve azt kapjuk,hogy C = 1/ζ(α). Sajnos ennek a függvénynek a számítása igen nehéz, 
sak nume-rikusan vagy spe
iális függvények használatával lehetséges. Ezért paraméterbe
slésesetén ezt a diszkrét eloszlást, melyet a legtöbbször Zeta- vagy diszkrét Pareto el-oszlásnak neveznek, 
élszer¶bb a folytonos Pareto eloszlással közelíteni, hiszen azértékkészlet olyan naggyá válik, hogy gyakorlatilag folytonosnak tekinthet® (vö. [3℄).
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2. Paraméterbe
slés2.1. Ismert paraméterbe
sl® te
hnikák2.1.1. Visszavezetés lineáris regresszióraA legtöbb kutató ezt a nem túl hatékony módszert használja. Itt elkészítjük amintaelemek alapértelmezésben egyenletes skálán vett hisztogramját, és kap
solatotkeresünk intervallumoknak megfelel® átlagérték és az intervallumokba es® mintaelem-szám között. A empirikus hisztogram abszolút folytonos eloszlás esetén általában jóközelítése az elméleti s¶r¶ségfüggvényeknek, jelen esetben (1)-nek, ha nagy számúintervallumra osztjuk a tartományt és még ennél is jóval nagyobb a mintaelemszám(err®l részletesebb lásd [4℄ 2.1 fejezet).Jelölje az egyformán hn hosszúságú, diszjunkt intervallumokat ∆1, ...,∆m, νj pe-dig legyen a ∆j-be es® mintaelemek száma (∑j νj = n). Ekkor
f∗n(x) =

νj

nhn

, x ∈ ∆ja hisztogramfüggvény. Ez közelítése a s¶r¶ségfüggvénynek, így ha az intervallumokközéppontjait x1, ..., xm jelöli, és yi = f∗n(xi) akkor az yi ≈ Cx
−(α+1)
i kap
solatáll fenn minden i-re, ahol C = αβα. Elhagyva az indexeket jól ismert módszer akövetkez® lineáris regresszióra történ® visszavezetés:

y ≈ Cx−(α+1) ⇐⇒ ln y ≈ lnC − (α+ 1) ln xHa a közelítési hibának a négyzetes hibát tekintjük, akkor a hagyományos lineárisregresszió megoldása adja a legoptimálisabb együtthatókat (ld. [5℄):
α̂ = −

(

1 +
m(
∑m

i=1 lnxi ln yi)− (
∑m

i=1 lnxi)(
∑m

i=1 ln yi)

m(
∑m

i=1(lnxi)2)− (
∑m

i=1 lnxi)2

) (3)
Ĉ = exp

(

(
∑m

i=1 ln yi) + (α̂+ 1)(
∑m

i=1 lnxi)

m

) (4)A C = αβα kifejezést átrendezve azt kapjuk, hogy:
lnβ =

lnC − lnα

αez alapján a be
sült β:
β̂ = exp

ln Ĉ − ln α̂

α̂
(5)5



A (3) és az (5) be
slésekre a továbbiakban a szakirodalomban elterjedt módonLSF (Least Squares Fitting) be
slésként hivatkozom. Heurisztikusan megfogalmazvaa változók logaritmusai között kerestünk lineáris kap
solatot, ami megfelel annak azelterjedt módszernek, hogy az (x, y) párokat log-log skálázású gra�konon ábrázolvaegy egyenest illesztenek a pontokra, és ennek meredekségéb®l következtetnek α-ra.Azonban Goldstein [3℄ és Newman [2℄ is felhívják a �gyelmet arra, hogy az LSFbe
slés nagyon pontatlan. Némi javítást lehet elérni például kumulált illesztéssel,logaritmikus intervallumokkal vagy 
sak az els® 5-10 pont �gyelembevételével a reg-ressziós együtthatók számításakor. Ezekr®l részletesebben az említett 
ikkek írnak. Atovábbiakban 
sak a szimpla regressziót fogom összehasonlítani a többi módszerrel.2.1.2. Momentum módszerA momentum módszer esetén kiválasztjuk az eloszlás els® k db momentumát(ahol k a paraméterek száma), felírjuk ezeket a paraméterek függvényeiként (pl.mj =

E(Xj) = gj(θ1, ..., θk)), majd ha ez a (g1, ..., gk) : Rk → Rk leképezés invertálható(legyen ez az inverz (h1, ..., hk) : Rk → Rk), akkor az i-edik paraméterre a θ̂i =

h(m̂1, ..., m̂k) be
slést adjuk (i = 1, ..., k), ahol m̂j = 1
n

∑n
i=1X

j
i a minta j-edikempirikus momentuma.Az (α, β) paraméter¶ Pareto eloszlás esetében a k-adik momentum a következ®-képpen számolható ki:

mk = E(Xk) =

∫ ∞

β

xk αβ
α

xα+1
dx = αβα

∫ ∞

β

xk−α−1dx = αβα

[

xk−α

k − α

]∞

βLátható, hogy ez utóbbi akkor lesz véges, ha k < α. Ekkor a kifejezésre az alábbiérték adódik:
mk =

αβα

k − α
(0− βk−α) =

αβk

α− k
(6)Mivel két paramétert keresünk ezért az els® két momentumra lesz szükségünk.Azonban ezek 
sak akkor léteznek, ha α > 2. Ekkor

m1 =
αβ

α− 1
(7)és

m2 =
αβ2

α− 2
(8)6



Ez az (α, β)→ (m1,m2) leképezés akkor és 
sak akkor invertálható, ha a Ja
obideterminánsa nem 0:
J =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

β(α− 1)− αβ

(α− 1)2
α

α− 1

β2(α− 2)− αβ2

(α− 2)2
2αβ
α− 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=
(βα − β − αβ)

(α− 1)2
2αβ

α− 2
−

α

α− 1

(β2α− 2β2 − αβ2)

(α − 2)2
=

=
2αβ2

(α− 2)2(α− 1)
−

2αβ2

(α− 1)2(α− 2)
=

=
2αβ2((α− 1)− (α− 2))

(α− 1)2(α− 2)2
=

2αβ2

(α− 1)2(α− 2)2Mivel mindkét paraméter szigorúan pozitív, ezért mind a nevez® mind a számláló isaz, és így a determináns semmiképpen sem lehet 0, így a leképezés invertálható.(7) alapján:
β =

m1(α− 1)

α
(9)ezt (8)-ba behelyettesítve:

m2 =
α

α− 2
m2

1

(α− 1)2

α2
=
α2 − 2α + 1

α2 − 2α
m2

1Ebb®l a következ® másodfokú egyenlet adódik α-ra:
(m2 −m

2
1)α

2 − 2(m2 −m
2
1)α−m

2
1 = 0Az egyenlet megoldásai:

α1,2 =
2(m2 −m

2
1)±

√

4(m2 −m2
1)

2 + 4(m2 −m2
1)m

2
1

2(m2 −m2
1)

=

= 1±

√

1 +
m2

1

m2 −m2
1Könny¶ látni, hogy m2

1 < m2, és így a gyök alatt mindig egy 1-nél nagyobbszám fog állni. Ennek a négyzetgyöke is nagyobb 1-nél, így mindig 
sak az α =

1 +
√

1 +m2
1/(m2 −m2

1) megoldás lesz pozitív.7



Mivel m2 − m
2
1 tulajdonképpen a szórásnégyzet, ezért ezt az empirikus szórás-négyzettel, m1-t pedig a mintaátlaggal helyettesítve az alábbi be
slést adhatjuk α-ra:

α̂ = 1 +

√

1 +
x̄2

s2n
(10)

β-ra pedig (9) alapján:
β̂ =

α̂− 1

α̂
x̄ =

√

1 + x̄2

s2n

1 +

√

1 + x̄2

s2n

x̄ (11)A (10) és (11) be
sl®kre az összehasonlítások során MoE-ként (Moments Estimator)hivatkozom.2.1.3. Maximum likelihood módszerA statisztikában a paraméterbe
slés egyik legelterjedtebb módja a maximum li-kelihood módszer [4℄. Ennek lényege, hogy egy adott kimenetel esetén keressük azta paramétert, amire annak a realizá
iónak a valószín¶sége a legnagyobb. Jelölje az
n elem¶ minta realizá
ióját x1, ..., xn. Ekkor a likelihood egyenlet:

Lα,β(x) =

n
∏

i=1

I(xi > β)
α

β

(

xi

β

)−(α+1)

= I(x∗1 > β)

n
∏

i=1

αβα

xα+1
i

(12)Ezt a kifejezést szeretnénk maximalizálni α-ban és β-ban. Látható, hogy a szám-lálóban βα van. Jó tehát, ha β minél magasabb, így (12) is nagyobb lesz. Nem lehetviszont magasabb x∗1-nál, vagyis a rendezett minta els® eleménél. Így az ML be
slés
β-ra:

β̂ = x∗1 = min xi (13)A likelihood egyenlet logaritmusát véve a log-likelihood egyenletet kapjuk, mely-nek ugyanott van a maximum helye, mint az eredeti likelihood egyenletnek:
lα,β(x) = ln

n
∏

i=1

αx∗1
α

xα+1
i

· I(xi > x∗1) =

=

n
∑

i=1

lnα+

n
∑

i=1

α lnx∗1 −

n
∑

i=1

(α+ 1) lnxi8



Ennek az α szerinti a széls®értékét deriválással kereshetjük meg:
∂lα,β(x)

∂α
=

n
∑

i=1

1

α
+

n
∑

i=1

lnx∗1 −

n
∑

i=1

lnxi =
n

α
+ n lnx∗1 −

n
∑

i=1

lnxiEzt a kifejezést 0-ra megoldva a következ® be
slést kapjuk, melyr®l könnyen látható,hogy valóban maximumhelye lesz a likelihood egyenletnek:
α̂ =

n
∑n

i=1 lnxi − n lnx∗1
(14)Malik [6℄ megmutatta, hogy ezek a be
slések torzítottak. Saksena és Johnson [7℄az ML be
slés függvényeiként levezették az elégséges, teljes és torzítatlan be
slést aPareto eloszlás paramétereire:

α̂ =

(

n− 2

n

)

· α̂MLE =
n− 2

∑n
i=1 lnxi − n lnx∗1

(15)
β̂ =

(

1−
1

(n− 1)α̂MLE

)

· β̂MLE =

(

1−

∑n
i=1 lnxi − n lnx∗1
n(n− 1)

)

· x∗1 (16)Ezek a Lehmann-S
he�é-tétel miatt hatásosak (Lásd A függelék), vagyis legkisebbszórású be
sl®k az összes torzítatlan be
slés közül.Mostantól (13) és (14) be
sl®ket MLE, a (15) és (16) be
sl®ket pedig CMLE,vagyis korrigált ML be
sléseknek nevezzük.Megjegyzés: Egy további nevezetes be
slési módszer a Bayes-be
slés, mely négy-zetes rizikó értelemben az optimális eredményt adja. Ehhez azonban szükséges is-merni a paraméterek a priori eloszlását. Ennek hiányában egyenletes eloszlás téte-lezhet® fel a teljes paramétertérben. Ez most azonban nem lehetséges, mert a para-métertér egy teljes síknegyed (ahol mind α mind β pozitív), ami nem korlátos, és ígyrajta az egyenletes eloszlás nem értelmezhet®. Ha viszont ennek egy korlátos tartomá-nyára szorítkoznánk, akkor ezen kívüli valódi paraméterek esetében használhatatlanlenne a be
slésünk.2.2. A 
sonkított momentumok módszere2.2.1. Elméleti megfontolásokA módszer W. Glänzel alábbi tételen alapul [9℄, melynek G. G. Hamedani általleírt verzióját közöljük [10℄: 9



1. Tétel (Glänzel). Legyen (Ω, A, P ) egy valószín¶ségi mez® és legyen H = [a, b]egy intervallum valamilyen a < b-re (a = −∞ és b = +∞ is megengedett). Legyen
X : Ω→ H egy folytonos valószín¶ségi változó F eloszlásfüggvénnyel és legyen g és hkét H-n értelmezett valós érték¶ függvény úgy, hogy

E{g(X)|X ≥ x} = E{h(X)|X ≥ x}λg
h(x), x ∈ Hértelmezett valamilyen λg

h valós függvényre. Tegyük fel, hogy g, h ∈ C1(H), λg
h ∈

C2(H) és F kétszer folytonosan di�eren
iálható és szigorúan monoton függvény a Hhalmazon. Végül, tegyük fel, hogy a hλg
h = g egyenletnek nin
s megoldása H bels®pontjaiban. Ekkor g, h, és λg

h egyértelm¶en meghatározzák F -et, nevezetesen
F (x) =

∫ x

a

C

∣

∣

∣

∣

λ′(u)

λ(u)h(u) − g(u)

∣

∣

∣

∣

exp(−s(u))duahol az s függvény az s′ = λ′h
λh−g

di�eren
iálegyenlet megoldása és C egy konstans úgymegválasztva, hogy ∫
H
dF = 1 legyen.A tétel heurisztikus jelentése az, hogy minden abszolút folytonos eloszlású Xvalószín¶ségi változóra megfelel® g, h és λ függvényekkel igaz, hogy:
E(g(X)|X ≥ x) = E(h(X)|X ≥ x)λ(x) (17)továbbá ezek a függvények egyértelm¶en jellemzik az adott eloszlást.Ez az összefüggés a valószínégi változókból 
sonkítással kapott újabb váltózokbizonyos transzformáltjainak várható értéke között állít fel kap
solatot. A 
sonkí-tás statisztikai szempontból azt jelenti, hogy egy mintából 
sak az x-nél nagyobbelemeket fogadjuk el érvényesnek, a többi elemr®l megfeledkezünk.[11℄-ben a szerz®k a legtöbb nevezetes eloszlásra megadják ezeket a függvényeket,így a Pareto eloszlást jellemz®ket is. Ezek ebben az esetben a következ®k:
g(x) ≡ 1 h(x) =

α+ 1

x
λ(x) =

x

αÍgy tehát (17)-et átrendezve, és ezen függvényeket behelyettesítve a következ® kife-jezésre jutunk, ha X egy Pareto eloszlású valószín¶ségi változó:
1− E((α + 1)X−1|X ≥ x)

x

α
= 1−

α+ 1

α
E(X−1|X ≥ x)x = 0 (18)Erre egy másik bizonyítást is adhatunk az alábbi érdekes állítást felhasználva:10



1. Állítás. Ha X Pareto eloszlású (α, β) paraméterekkel, akkor Yx = X|X ≥ xPareto eloszlású (α, x) paraméterekkel minden rögzített x > β esetén.Bizonyítás: Legyen X eloszlásfüggvénye Fα,β(x) = P (X < x) = 1−
(

x
β

)−α

Yx eloszlásfüggvénye:
G(y) = P (X < y|X > x) =

P (X < y,X > x)

P (X > x)
=
F (y)− F (x)

1− F (x)
=

=
1− (y/β)−α − 1 + (x/β)−α

(x/β)−α
= 1−

(y

x

)−α

, y > xez pedig pont az (α, x) paraméter¶ Pareto eloszlás eloszlásfüggvénye. 2Az 1. állítást és a momentumokra vonatkozó (6) képletet felhasználva a 
sonkítottvalószín¶ségi változó tetsz®leges momentuma (k < α esetén):
E(Xk|X > x) =

αxk

α− k
(19)Ebbe k = −1-et helyettesítve, és átrendezve kapjuk a (18)-as egyenletet.2.2.2. Gyakorlati megvalósításAz 1. tétel alapján egy új módszert adhatunk az α paraméter be
slésére. (18)-atmost felhasználva, keressük azt az α-t amire a

E

(

1−
α+ 1

α
E(X−1|X ≥ x)x

)2

(13)kifejezés minimális, vagyis a hibát négyzetes értelemben minimalizáljuk.Jelölje a minta realizá
ióját x1, ..., xn. Ennek alapján egy t pontban megkaphat-juk a −1-edik 
sonkított momentum függvény értékének be
slését, ha elhagyjuk a
t-nél kisebb mintaelemeket, és a megmaradóak re
iprokának vesszük az átlagát:

v̂(t) =
1

#{xi|xi ≥ t}

∑

xi≥t

x−1
iEzt meg
sinálhatjuk több t értékre is, jelölje ezeket a pontokat t1, ..., tm. Ezeket meg-felel®en megválasztva a v(t) = E(X−1|X ≥ t) függvényt közelít® pontokat kapunk.De felmerül a kérdés, hogy hogyan válasszuk meg ezeket a 
sonkítási pontokat, vagyismely pontokba be
süljük a v(t) függvényt? Erre több válasz is adható, itt most kéttermészetesen adódó lehet®séget említünk:11



1. Adott számú (pl. 10, 100,... db) pont egyenletesen eloszlatva a mintaterjedelemáltal kijelölt intervallumban.2. A 
sonkítási pontok legyenek maguk a mintaelemek (ti = xi), vagy általukmeghatározott pontok, pl. minden egymást követ® mintaelempár által kijelöltintervallum felez®pontja (ti = (xi + xi+1)/2).A két különböz® esetet az 1. ábra1 mutatja be. Mindkét esetben igaz az, hogymíg a mintaterjedelem alsó végénél 
sonkítva még viszonylag sok mintaelem marad azátlagoláshoz, addig a fels® végéhez közeledve már egyre kevesebb. Ebb®l következ®enezek a pontok már jóval pontatlanabbul közelítik a v(t) függvény valódi értékeit.Az ábrákon is látszik és mérések alapján is kiderült, hogy a 
sonkítási pontokat az2. módszer szerint 
élszer¶ megválasztani, a 
sonkítási pontokat az xi értékekhezvesszük fel.Így tehát a 
sonkított várható érték képzés egy transzformá
ió a mintaelemeken,az x vektorból kapunk egy v vektort. Ezt szorozzuk meg elemenként a 
sonkításipontokat tartalmazó t vektorral (ami jelen esetben x), az ereményt jelöljük e−1,1-el(ui. a −1-edik momentumot szorozzuk x els® hatványával). Tehát
e−1,1 =





x1

#{xi|xi ≥ x1}

∑

xi≥x1

x−1
i ,

x2

#{xi|xi ≥ x2}

∑

xi≥x2

x−1
i , ...



Vezessük be továbbá az a = α+1
α

jelölést. Ekkor közelít®leg az 1 − a · e−1,1 ≈ 0kap
solat áll fenn az új vektorra. Erre alkalmazhatjuk a már említett hagyományoslineáris regressziót, és az annak eredményeként kapott â együtthatóval értelemsze-r¶en a következ® be
slést adhatjuk α-ra:
α̂ =

1

â− 1
(14)Ez a módszer azért fog jobb eredményt adni, mint a sima lineáris regresszió, merta teljes mintában lév® informá
ió megjelenik v1-ben, egy elemet kivéve a maradékbanlev®k v2-ben, stb. Így ezek sokkal pontosabb be
slései a v(t) függvénynek, mint ahisztogram a s¶r¶ségfüggvénynek, és így az e−1,1 is sokkal simább lesz. Természetesenez már kevésbé igaz a nagy értékekre, ahol már 
sak kevesebb pont számít bele azátlagolásba (lásd kés®bb).1Megjegyzés: Ez és a többi ábra is angol nyelv¶ programmal készült12



0 20 40 60 80 100 120
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2
v(

t)

t

Truncating in equal distances

 

 
empirical value
theoretical value

0 20 40 60 80 100 120
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2

v(
t)

t

Truncating in the values of the samples

 

 
empirical value
theoretical value

1. ábra. A v(t) függvény értékei egy 100 elem¶ minta (α = 1.2, β = 3.0) alapjánkülönböz® 
sonkítási pontokat választva (a. egyenl® távolságra lév® pontok, b. amintaelemek) 13



Mivel az egyenletekben β nem szerepel, ezért ezzel a módszerrel rá nem lehetbe
slést adni. Ez rögtön meg is mutatja a módszer egyik gyenge pontját. Ennél ésmás eloszlásoknál is 
sak azok a paraméterek be
sülhet®ek, amelyek szerepelnek azegyenletekben, és így karakterizálják az eloszlást. Els®re fur
sának hangzik, hogyegy paraméter ilyen lehet, de pont a Pareto eloszlás példája mutatja, hogy lehetilyen. További hasonló esetek lehetségesek, amikor a paraméterek az eloszlás tartójátbefolyásolják és nem a le
sengését, alakját, stb.Ha a 
sonkítási pontokat a mintaelemek helyére választjuk, még mindig jelent®sszórást tapasztalhatunk a magasabb rangú pontoknál. Ezt szemlélteti a 2. ábra.
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2. ábra. Egy 1000 elem¶ mintából (α = 1.2, β = 3.0) az E(X > xi)·xi transzformá
i-óval nyert értékek a 
sonkítási pont rendezett mintabeli rangja alapján megjelenítve(egyenes vonal) és a konstans 1 egyenes. A két egyenes közötti regressziós együtthatóközelít®leg α
α+1 .Látható, hogy a rendezett mintaelemek által alkotott görbe (amelyhez szeretnénkmegfelel® együtthatót találni, amivel megszorozva minél jobban közelíti a konstans 1függvényt) a kisebb rangú pontoknál még szinte teljesen egyenes, a fels® negyedbenazonban már jó
skán �uktuál. Ez több okra is visszavezethet®. Egyrészt például amintaelemekb®l készített hisztogramfüggvény is jelent®s mértékben �uktuál ebben14



a tartományban (err®l részletesebben [2℄ ír). Másrészt a már említett jelenség is aztokozza, hogy itt jóval kevesebb pont �marad életben� a 
sonkítás után, és így jóvalpontatlanabbul tudjuk 
sak közelíteni a várható értéket. A �uktuá
ió kiküszöböléséreaz javasolható, hogy a pontoknak legfeljebb 
sak az alsó 50-70%-át vegyük �gyelembeaz illesztéskor, így jóval pontosabb eredmények születhetnek.A módszer hatékony implementá
iójakor, például nagyméret¶ mintákon végre-hajtott adatbányászati felhasználásokban gondot jelenthet a 
sonkított átlagok ki-számítása. Erre dinamikus programozást érdemes alkalmazni, ha a mintát már ren-deztük. Ha n db mintánk van, töltsük fel egy n méret¶ tömb elemeit 
sökken® sor-rendben, ahol az i-edik 
ella E(X|X > xi) be
slését tartalmazza. A kitöltés közbentartsuk nyílván, hogy mennyi az aktuális xi pontnál nagyobb érték¶ elemek re
ip-rokainak összege és darabszáma, kezdetben mindkett® 0. A kitöltés közben vegyüka sorban eggyel kisebb mintaelemet és adjuk hozzá az összeghez a re
iprokát, azössz-számhoz pedig 1-et, ezek alapján az átlag egy osztással nyerhet®, ezt szorozzukmeg az aktuális mintaelemmel. Általános esetben ha k különböz® momentumot kellkiszámolnunk, akkor egy k×n-es mátrixot kell értelemszer¶en kitölteni. Közben mára regressziós együtthatók számításának els® lépését (az átlagolást) is elvégezhetjük,így még egy végigolvasást megspórolhatunk.Az ebben a fejezetben bemutatott be
slési módszert TM be
sl®nek (Trun
atedMoments Estimator) nevezem a továbbiakban.2.2.3. Egy másik példa: a normális eloszlásA természet- illetve társadalomtudományokban az egyik leggyakrabban el®for-duló eloszlás a Gauss-, avagy normális eloszlás. Ezért most bemutatjuk a 
sonkítottmomentumok módszerét erre az eloszlásra is. Az (m,σ) paraméterek esetén a követ-kez® egyenletek jellemzik a 
sonkított momentumokat [11℄:
g(x) = x2 −mx− σ2 h(x) = x−m λ(x) = xEzeket (10)-be behelyettesítve a következ® összefüggés adódik:
E(X2 −mX − σ2|X ≥ x)− E(X −m|X ≥ x)x = 0 (20)A várhatóérték linearitásából következ®en így

E(X2|X ≥ x)−mE(X|X ≥ x)− σ2 − E(X|X ≥ x)x+mx = 015



Ezt a már bemutatott jelölésrendszerre átírva:
(e2,0 − e1,1)−m(e1,0 − e0,1)− σ

2 = 0 (21)Ebben pedig a szokásos egyváltozós lineáris regresszióval meghatározhatóak az
m és a σ paraméterek2.3. A be
slési módszerek összehasonlításaA bemutatott be
slési eljárásokat többféle szerint össze lehet hasonlítani. Sta-tisztikai néz®pontból a legfontosabb kérdések a be
slés torzítása (a várható értékemennyire tér el a be
sült paramétert®l) és torzítatlanság esetén a hatásossága (mek-kora szórással be
sli a paramétert). Számítási hatékonyság szempontjából nem elha-nyagolható az algoritmusok költsége sem, különösen nagy minták esetén. A módsze-reket szimulá
ió segítségével hasonlítottuk össze: nagyméret¶ mintákat generáltunk,és ezeken teszteltük a módszerek hatékonyságát.Leginkább az α paraméter be
slésére voltunk kíván
siak és a TM be
sléssel 
sakez be
sülhet®, ezért els®ként erre hasonlítottuk össze a módszereket. Erre vonatkozóméréseinket 10000 méret¶, α = 2.5, β = 3 paraméter¶ mintákra az 1. táblázattartalmazza. Itt most α > 2, így a MoE is használható.Be
slési módszer átlag szórásMLE 2.5005 0.024CMLE 2.5000 0.024MoE 2.6001 0.119LSF 1.8992 0.257TME 2.5004 0.0271. táblázat. Statisztikai eredmények az α be
slésére 10000 méret¶, α=2.5, β=3 pa-raméter¶ minta esetén, 50 futás eredményeit átlagolvaAz 1. táblázatban látható eredmények összhangban vannak Goldstein és társa-inak [3℄-beli eredményeivel. �k a fentiek közül 
sak az MLE és LSF be
slésekethasonlították össze, és ezek közül az MLE bizonyult a legjobbnak. Látható, hogyviszonylag torzítatlan be
slést 
sak az MLE, CMLE és a TME ad, ezekre az eltérés16



kisebb mint 0.01%. Közülük is az elméleti eredményeknek megfelel®en a CMLE alegpontosabb, ez adja a legjobb eredmény mellett a legkisebb szórást is, vagyis aleghatásabb. Ezzel szemben a lineáris regressziós módszer meglep®en nagy torzításúés szórású. A momentum-módszerrel kapott be
slés is túl pontatlan. A TME viszontugyan torzítatlan, de szórása ki
sit nagyobb mint a CML be
slésé.A β be
slések összesonlítása hasonló módon történt, itt a TM be
slés már nemvolt használható. Szintén egy 10000 méret¶ mintát generáltunk, és azon hasonlítottukössze a módszereket. Be
slési módszer átlag szórásMLE 3.0003 0.0003CMLE 3.0000 0.0003MoE 89.3576 210.72LSF 1039 3.0652. táblázat. Statisztikai eredmények a β be
slésére 10000 méret¶, α=2.5, β=3 para-méter¶ minta esetén, 50 futás eredményeit átlagolvaA mérések eredményei a 2. táblázatban találhatóak. Ebben a feladatban az MLE,és méginkább a CMLE páratlanul er®snek bizonyult. A CMLE-vel pontosan és na-gyon ki
si szórással lehetett meghatározni a β-t. A MoE és az LSF módszerek viszontkiábrándítóan rosszul be
sültek, az eredményeknek nem sok közük volt a valósághoz.Ennek a jelenségnek az okára egyenl®re nem találtunk magyarázatot.Habár a CMLE a Pareto eloszlás esetén jobbnak bizonyul, mint a TME, nem sza-bad azonban lebe
sülnünk e módszer jelent®ségét. A Maximum Likelihood egyenletetugyanis sok esetben 
sak numerikusan lehet megoldani. A TME be
slés olyan elosz-lásokra, melyek karakterizáló egyenletei lineáris regresszióra visszavezethet®ek (pl.Normális, Gamma, Beta) könnyen alkalmazható az itt bemutatotthoz hasonló mó-don. Ezek az egyenletek nevezetes eloszlások hatalmas gy¶jteményére rendelkezésreállnak, másrészt új eloszlások esetén is az 1. tétel di�eren
iálegyenleteinek megoldá-saival megtalálhatóak. Nem-lineáris esetben általánosított regresszó (pl. ACE algo-ritmus, ld. [4℄ 8.4 fejezet) is használható, azonban ennek a módszernek a felderítéséretovábbi kutatás szükséges.Összefoglalásként elmondható, hogy a Pareto eloszlás paramétereinek be
slésénél17



a CMLE-t érdemes használni, nem
sak a pontos és pre
íz eredmények, de a könny¶implementálhatóság és gyors futás miatt is. Ez a módszer minden szempontból alegoptimálisabb eredményt adja.
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3. Illeszkedésvizsgálat3.1. Illeszkedésvizsgálat a Pareto eloszlásraA paraméterbe
slés mellett egy másik fontos statisztikai kérdés, hogy a vizsgáltjelenség mennyire illeszkedik egy adott eloszlásra, modellre. Ezt illeszkedésvizsgálat-nak nevezik, mely a hipotézisvizsgálat egy spe
iális esete. A null-hipotézisünk jelenesetben az, hogy a vizsgált változó Pareto eloszlást követ, ezt vetjük össze azzal azellenhipotézissel, hogy nem. Több elterjedt próba is van ennek eldöntésére, a kétlegismertebb ezek közül a χ2 próba és a Kolmogorov-Smirnov próba (mindkét próbarészletes leírása megtalálható [4℄-ben). Több kutató is elköveti azt a hibát, hogyKS tesztet alkalmaz a skálafüggetlen gráfok esetén (lásd pl. [3℄). Azonban a KS tesztkizárólag folytonos esetben használható. Habár a paraméterbe
slés esetén a fokszám-eloszlást egy folytonos eloszlással közelítettük, ezt a KS próbánál nem tehetjük meg,ugyanis a próbastatisztika határeloszlása egyszer¶en nem az lesz, mintha valóbanfolytonos lenne a háttérváltozó.Ebb®l kifolyólag a KS próba ebben az esetben nem használható. Léteznek újabbilleszkedésvizsgálati módszerek is, azonban ezeknek általában nehézkes a számítá-suk. Ezért most a klasszikus χ2 próbát használjuk. Ennek alapja, hogy tetsz®leges
A1, ..., Ar teljes eseményrendszer esetén, ν1, ..., νr-el jelölve az egyes események ab-szolút gyakoriságát (∑r

i=1 νi = n), továbbá a H0 null-hipotézis fennállása és n→∞esetén a
r
∑

i=1

(νi − npi)
2

npi
(22)próbastatisztika eloszlásban tart az (r − 1)-ed fokú χ2 eloszláshoz, ahol pi jelöli az

Ai esemény valószín¶ségét H0 fennállása esetén.Statisztikai próbáknál meghatározzuk a próbastatisztika értékét a minták alap-ján, és ezt hasonlítjuk össze a határeloszlás 1 − ε kvantilisével. Amennyiben a sta-tisztika értéke nagyobb a megfelel® kvantilisnél, úgy elutasítjuk a null-hipotézist,ellenkez® esetben elfogadjuk 2. Az ε érték lesz az els®fajú hiba valószín¶sége, vagyisannak az esélye, hogy a null-hipotézis igaz, de mégis elutasítjuk. Az illeszkedés jósá-gának mértéke a szigni�kan
ia (bizonyosság). Ez azt jelenti, hogy milyen biztonsággalutasítjuk/fogadjuk el a null-hipotézist. Ez tulajdonképpen az a legmagasabb ε ami2Diszkrét esetben még el®fordulhat randomizálási tartomány is, amikor egy véletlen szám alapjándöntünk az elfogadásról. Részletesebben lásd [4℄ 4.1 fejezete19



mellett még megtartjatjuk a null-hipotézist.A χ2 próba gyakorlati megvalósításakor felosztjuk a számegyenest r részre (x1 <

x2 < ... < xr−1 osztópontokkal) úgy, hogy mindegyik részbe essen néhány (legalább3) mintaelem. Ekkor az i-edik intervallum valószín¶sége
pi = P (X ∈ [xi−1, xi)) = F (xi)− F (xi−1) =

= 1−

(

xi

β

)−α

−

(

1−

(

xi−1

β

)−α
)

=
x−α

i−1 − x
−α
i

β−αEzt felhasználva a χ2 statisztika kiszámolható, és összevethet® az (r− 1)-ed fokú χ2eloszlás megfelel® kvantilisével. Itt most ismét a folytonos eloszlásfüggvényt használ-tuk, de ez a χ2 próbánál nem okoz gondot, mert az osztópontok megfelel® megvá-lasztása esetén ezek a pi értékek jól közelítik a valódiakat, és a próba szempontjából
sak ezek a lényegesek.A gráfok fokszámeloszlásának vizsgálatánál a kérdés néha fordított. Vagyis nemadott bizonyossági szint mellett akarunk dönteni a null-hipotézis elfogadásáról vagyelutasításáról, hanem éppen azt a legmasabb szigni�kan
ia szintet keressük, amelymellett még elfoghatjuk H0-t, vagyis hogy a vizsgált jelenség Pareto eloszlású.3.2. A Küszöbkeresés algoritmusBizonyos gráfoknál 
sak az eloszlás le
seng® vége követi a Pareto eloszlást, azorigóhoz közelebbi fele pedig valamilyen más eloszlásból származik (pl. Exponen
iá-lis, Gamma, Béta, Normális, stb.). Ilyen gráfokra kés®bb több példát is mutatunk.Ezeknél kíván
siak vagyunk, hogy honnantól kezdve tekinthet® a minta Pareto elosz-lásúnak. Erre a következ® módszert javasoljuk. Rendezzük növekv® sorba a minta-elemeket, és válasszuk ki a legnagyobb 5%-ot, 10%-ot, stb., a végén a teljes mintát.A tartományok tehát nem diszjunktak, hanem egymásba skatulyázottak. 5%-os lé-pésköz helyett természetesen választhatunk tetsz®leges értéket, s®t a lépésközökneknem is kell azonosaknak lenniük. Most legyenek a lépésközök azonosak és jelöljük
m-el a felosztás �nomságát, vagyis a tartományok számát. Végezzünk mindegyiktartományban be
sléses χ2 próbát, azaz az adott tartomány alapján el®ször be
s-lést adunk az (α, β) paraméterekre, majd illeszkedésvizsgálatot végzünk az említettmódon (β értékére megközelít®leg xi várható, ha az xi-nél 
sonkítottunk). Amennyi-ben az eloszlás le
seng® vége Pareto eloszlású, úgy az 1. állítás miatt a legkisebb20



tartománytól egy bizonyos tartományig, mondjuk a k-ig (1 ≤ k ≤ m) szintén Pa-reto eloszlást kell kapnunk, hiszen a �határ� felett minden 
sonkítás ismét Paretoeloszlást eredményez, méghozzá ugyanazzal az α paraméterrel. Tehát megkeressükazt a tartományt, amiben a minta még Pareto eloszlású (ε els®fajú hibával), de anála eggyel b®vebben már nem. A végén ennek a tartománynak az alsó széle leszaz a határ, ahonnan kezdve Pareto eloszlásúnak tekinthet® a minta, vagyis ahonnana polinomiális le
sengés érvényesül. Ezt a módszert a Küszöbkeresés algoritmusnakhívjuk.Algorithm 1 KüszöbkeresésRequire: X: mintaelemek sorozata
ε: megengedett els®fajú hiba
m: osztópontok száma
X ← Rendez(X)

n← Elemszám(X)for i = 1 to m do
Xi ← ⌊n ·

m−i
m
⌋-edik értéknél nagyobbak X-b®l

(α̂, β̂)← Be
slés (Xi)if χ2-Próba(Xi, α̂, β̂, ε) = false thenreturn ⌊n · m−i+1
m
⌋-edik érték X-b®lend ifend forreturn minX3.3. Egyenletes és Pareto eloszlás keverékeAz algoritmus hatékonyságát eloszlások keverekékén teszteltük. Konstruáljuk akövetkez® eloszlást: legyen az eloszlás 0 és 5 között egyenletes, 5 fölött pedig egy

α = 2, β = 5 paraméter¶ Pareto eloszlás. Mivel mindkét rész integrálja 1, ezért as¶r¶ségfüggvényeket még le kell osztani 2-vel, hogy valóban eloszlást kapjunk. Ebb®laz eloszlásból készítettünk egy nagyobb mintát, és futattuk rajta a Küszöbkeresésalgoritmust úgy módosítva, hogy minden tartományt megvizsgáljon (és ne álljon leaz els® nem megfelel® tartománynál). Az eredményeket a 3. táblázatban foglaltukössze. Amint az a táblázatból is kit¶nik, az algoritmus igen pontosan találja meg21



a küszüböt (a �nomsága újabb osztópontokkal tovább növelhet®). Az eredményekszerint a minta 4.9985 fölötti részére jól illeszhet® a Pareto eloszlás.Alsó határ α̂ β̂ OK7.8963 1.9581 7.8943 16.5110 2.0040 6.5099 15.6073 1.9844 5.6066 14.9985 1.9748 4.9980 13.9886 1.5895 3.9882 03.0044 1.2451 3.0041 02.0248 0.9311 2.0246 01.0511 0.6341 1.0509 00.0001 0.0970 0.0001 03. táblázat. A Küszöbkeresés eredményei, 9 osztóponttal, ε = 0.05. Az OK oszlopban1 szerepel, ha az alsó határ feletti rész Pareto eloszlásúnak tekinthet®.Valódi adatoknál sajnos nem mindig ilyen jó a helyzet. Ezeknél már sokkal je-lent®sebb az algoritmus pontatlansága, mert viszonylag nagy eltérések is lehetnekegy-egy helyen az elvárt és a meg�gyelt értékek között. Ekkor enyhe módosításokatlehet eszközölni, pédául hogy megengedünk egy szeletnyi hibát. Vagyis ha az egyiktartományban elutasítjuk a Pareto-eloszlást, akkor még nem állunk le, 
sak ha a kö-vetkez® szeletnél is elutasítást kapunk. Ez azt jelenti, hogy egy 0-t még átugrunk az
1-esek sorozata között.Az algoritmust úgy is módosíthatjuk hogy balról jobbra keressen, vagyis kiin-dulva a teljes tartományból, az alsó határt folyamatosan emelve az els® olyan helyenálljon meg, ahol már elfogadható a Pareto-eloszlás. Ekkor tulajdonképpen az els® 1-esjelzés¶ tartomány alsó határát adja vissza az algoritmus. Mi, ha
sak mást nem em-lítünk, ez utóbbit használjuk a következ® fejezetekben. Azonban megemlítjük, hogynem okozott lényegi különbséget az se, ha az el®z®, 1 hibát megenged® algoritmussalvégeztük a számításokat.
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3.4. VoIP hívások vizsgálataA bevezet®ben említett és a következ® fejetben részletesen bemutatott skálafüg-getlen hálózatokon kívül sok más területen, például telekommuniká
iós jelenségeknélis találkozhatunk a Pareto eloszlással [2℄. Napjainkban rohamosan terjed a VoIP,vagyis az IP hálózatokon keresztül lebonyolított telefonhívás. Egy VoIP kommuniká-
ió során periódusok �gyelhet®ek meg [12℄. Az egyik az úgynevezett inaktív periódus,amikor nin
s nagy forgalom, és ami van, az is közel konstans mérték¶. A másik azaktív periódus, amikor a két fél közötti forgalom megn® és dinamikusan változik,ingadozik. A kommuniká
ió során ilyen aktív és inaktív periódusok követik egymást.Kiderült, hogy ezen periódusok hossza is leírható Pareto eloszlással.A Küszöbkeresés algortimussal megvizsgáltuk sok VoIP hívás összesen 16116 dbaktív periódusának hosszát másodper
ekben mérve. Az eredmények részlete a 4.táblázatban található. Itt látszik, hogy 
sak 6.83 fölött tekinthet® a minta Paretoeloszlásúnak. Erre a fels® régióra α = 2.1845. A minta hisztogramja és a 2.18 paramé-ter¶ Pareto eloszlás elméleti sür¶ségfüggvénye látható a 3. ábrán. Itt meg�gyelhet®a fels® tartományokban a kiváló illeszkedés, továbbá az is, hogy a Pareto eloszláss¶r¶ségfüggvénye log-log skálázású ábrán egy egyenes vonal.Alsó határ α̂ β̂ OK9.4403 2.2614 9.4326 16.8394 2.1845 6.8365 15.4595 2.0336 5.4578 04.6208 1.9410 4.6197 03.9601 1.8174 3.9593 04. táblázat. A küszöbkeresés eredményeinek részlete aktív VoIP periódusok hosszain(m = 30, ε = 0.01).
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3. ábra. VoIP hívások aktív periódusainak hisztogramja log-log skálázású ábrán, ésaz α = 2.18 paraméter¶ Pareto eloszlás.
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4. Grá�ejl®dési modellek vizsgálata4.1. Skálafüggetlen hálózatokAz egyik legfontosabb jelenség, ahol a Pareto avagy hatványfüggvény-eloszlásel®fordul, a skálafüggetlen gráfok fokszámeloszlása. Az ilyen gráfokban annak a va-lószín¶sége, hogy egy véletlenül kiválasztott 
sú
s fokszáma éppen egy k szám, knövekedtével polinomiálisan 
seng le: p(k) ∼ k−γ . Erre utal a skálafüggetlen elneve-zés, ugyanis a fokszámok hisztogramját log-log skálázású gra�konon ábrázolva egyegyenes vonalat láthatunk � függetlenül a logaritmus alapjától. Irányított gráfokraa skálafüggetlen tulajdonság a kimen® és a befutó élekre külön-külön is teljesül, ál-talában különböz® exponensekkel.A témakörben az utóbbi években sok jelent®s eredmény született, az alapokróljó összefoglaló [13℄. Kiderült, hogy számos, a valódi világban fellelhet® hálózat ilyentulajdonságú. Néhány meglep® ezek közül:
• WWW : a gráf 
sú
sainak a weboldalak felelnek meg, az élek az oldalakon lev®hiperlinkek
• Hollywood : a 
somópontok a színészek, két színész közt akkor megy él, hajátszottak közös �lmben
• Tudományos kutatások : a 
somópontok a kutatók, élek a közös 
ikket jegyz®kutatók között futnak
• Szexuális kap
solatok : a 
somópontok az emberek, közöttük akkor fut él, hakap
solatban voltak egymássalAz Internet is egy ilyen gráf, melyben számítógépek, routerek és egyéb eszközökvannak összekap
solva. Az Internet topológiája két különböz® szinten is vizsgálható.A routerek szintjén a 
somópontok a routereknek illetve egyéb kommuniká
iós esz-közöknek felelnek meg, melyek között a �zikai kap
solat jelenti éleket. Az AS (Au-tonomous System) avagy interdomain szinten egy 
somópont az egy szervezethez,domainhez tartozó routereket és számítógépeket takarja, ezek a hálózatok vannakösszekötve egymással. Két 
somópont akkor fut él, ha legalább egy vezeték megyköztük, vagyis van legalább egy-egy router mindkét domainben, amik össze vannakkötve egymással. 25



Mindkét szint fokszámeloszlásáról az els®k között derült ki, hogy hatványfügg-vény alakú [15℄. Mivel az AS szint határozza meg az Internet globális struktúráját,ezért 
élszer¶ ennek topológiáját felmérni illetve a kialakulásának folyamatát minéljobban modellezni. A pre
ízebb modell segíthet a forgalom-elemzésben, a vírusokvagy támadások megállításában, stb.Mint az a fenti felsorolásból is kit¶nik, nem 
sak m¶szaki, hanem társadalmi-szo
iológia jelenségek között is sokhelyen el®fordulnak skálafüggetlen hálózatok. Azemberek ismer®si kap
solata is egy hálózat. Ebben a gráfban az emberek jelentika 
somópontokat és az egymást ismer® emberek vannak összekötve. Több szo
ioló-giai felmérés is igazolta, hogy ez a gráf, s®t az egy szervezeti vagy földrajzi egységresz¶kett részgráfja is skálafüggetlen. Ennek fényében részletesen megvizsgáljuk egymagyar közösségi-site, az ismert iWiW.hu hálózatának egy részletét is, melyr®l azttétetelezzük fel, hogy egy jó lenyomata az emberek tényleges ismerettségi hálózatá-nak.Arra kérdésre, hogy miként jönnek létre a skálafüggetlen hálózatok, hogyan jelenikmeg a Pareto eloszlás, több modellt is javasoltak. Ezek közül néhány jelent®sebbetmutatok be röviden.Barabási-Albert (BA) modellEz az alap modell, melyet 1999-ben javasolt két amerikában él® magyar kutató,Barabási Albert-László és Albert Réka [1℄. Két fontos eleme van. Az els®, hogy akezdeti m0 darab ponthoz az id® múlásával újabb pontok adódnak hozzá, mondjukid®egységentként egy. A második, hogy minden új 
sú
s adott számú új élet alakít kia korábban már a gráfban lév® 
sú
sokkal, és az hogy melyik korábbi ponthoz kap-
solódnak szívesebben, vagyis nagyobb valószín¶séggel, az a pont fokszámával egye-nesen arányos. Vagyis annak a valószín¶sége, hogy egy új 
sú
s az i. régi 
sú
shozkap
solódik p(i) = d(i)/
∑

j d(j) (ezt lineáris preferen
iának is nevezik). Elméleti-leg és szimulá
iókkal is igazolták, hogy ez a fejl®dési modell valóban skálafüggetlenhálózatot eredményez. A leírt folyamat következménye, hogy akinek sok kap
solatavan, annak az id®k folyamán még több lesz (�ri
h-get-ri
her� jelenség). Az alábbismertetett modellek ennek az általánosításai, b®vítései.
26



Kib®vített BA modellA BA modell kib®vítésében a gráf el®z® állapotához képest minden lépésbenhárom lehet®ség közül valamelyik történik [14℄:1. p valószín¶séggel egy új él alakul ki a gráfban a már jelenlév® pontok között. Azél egyik vége véletlenszer¶en választódik ki egyenletes eloszlás szerint, a másikvége a BA modellnél említett p(i) valószín¶ségek szerinti lineáris preferen
iávalválasztódik ki.2. q valószín¶séggel egy él megsz¶nik, és helyette az él egyik végpontjától a szoká-sos fokszámok szerinti lineárispreferen
iával egy másik 
sú
s fele jön létre egyúj él.3. 1 − p − q valószín¶séggel egy új pont lép be, és kap
solódik a szokásos prefe-ren
iás választással néhány régi 
sú
shoz, mint az egyszer¶ BA modellben.Generalized Linear Preferen
e (GLP) modellA GLP modellben egyrészt a lineáris preferen
ia általánosításaként mindenúj él kialakulásakor az i. ponthoz való kap
solódás valószín¶sége p(i) = (d(i) −

β)/
∑

j(d(j) − β), ahol β ∈ (−∞, 1) állítható paraméter. Ez az érték a kis pontok�hátrányát� 
sökkenti némileg a nagyokhoz képest, de valójában nem okoz számot-tev® különbséget, mert el®bb utóbb úgyis lesznek olyan pontok, akik jóval több élretesznek szert, és így jóval preferáltabbakká válnak. Másrészt, mint a kib®vített BAmodellben, így itt is minden körben p valószín¶séggel két korábbi pont között alakulki él, új pont 
satlakozása nélkül. A GLP modellben azonban nem sz¶nnek meg élek,ezért tulajdonképpen nagyon hasonló a q = 0 paraméter¶ kib®vetett BA modellhez.Intera
tive Growth (IG) modellEzt a modellt kifejezetten az AS gráf minél jobb reproduálására alkották [16℄.Egy új 
somópont itt is a BA modellben bemutatatott lineáris preferen
iával vá-lasztja meg, hogy mely régi 
somópontokhoz kap
solódjon. Ezután viszont azoknaka 
somópontoknak, amelyekhez ez az új 
somópont els®ként 
satlakozott, szinténvan lehet®sége más 
somópontokhoz kap
solódni ugyanúgy lin. pref. szerint. Ennekmagyarázata az AS gráf esetén az, hogy ezek a domainaek 
sillapítani akarják az új27




somópont által gerjesztett forgalmat. A szerz®k a következ® paramétereket javasol-ják: egy új pont 0.6 valószín¶séggel kap
solódhat 2 db illetve 0.4 valószín¶séggel 1db élhez. El®bbi esetben a két régi 
somópont közül az egyik még kaphat egy új élet,utóbbi esetben pedig az egy darab régi 
somópont kaphat még két élet.4.2. A modellek statisztikai tulajdonságaiEgy korábbi tanszéki fejlesztésnek köszönhet®en lehet®ség nyílt a BA, GLP ésIG modellek szerint gráfokat generálni. Mindhárom modellb®l 50�50 db, 7368 pontúgráfot generáltunk. Mint látni fogjuk, ez az általunk mért AS gráf 
sú
sainak száma.Ezután mindegyik gráfra megkerestük a küszöböket, a kisebb értékek fel®l elvégezvea Küszöbkeresést az els® illeszked® tartományig. Ezekre a küszöbértékekre mostan-tól TH-ként (treshold) is hivatkozunk. Az értékeknek a minimumát, maximumát ésátlagát az egyes típusokon belül a 5. táblázat foglalja össze. Az adatokból leolvas-ható, hogy mindhárom esetben általában 4�9 körül kezd®dik az az érték, ami fölöttérvényesül a skálafüggetlen tulajdonság, vagyis a Pareto eloszlás. A BA modellben ezviszonylag sz¶k tartományon belül ingadozik, az IG modellnél viszont nagyon ritkaesetekben akár 30 fölötti is lehet.Modell THmin THmax THavgBA 4 9 4.94GLP 6 14 8.9IG 3 34 5.145. táblázat. Küszöbértékek minimuma, maximuma és átlaga 50-50 futás ereményeialapján (m = 50, ε = 0.01).A legmagasabb THavg érték a GLP modellnél adódott, viszont a gráfok nagyré-szére 15-nél kisebb értéket kaptunk. Így ezt vettük egy olyan határnak, amely fölötta generált gráfok legtöbbje már hatványfüggvény eloszlásúnak tekinthet®. Az e fö-lötti tartományra minden gráfon egy α be
slés végezhet®, mely jó összehasonlításialapot ad a különböz® modellek között. A be
sült α-k átlagai és a be
slések szórásaia 6. táblázatban láthatóak. Barabásiék mean-�eld módszerrel elméleti úton belátták,hogy modelljukben az α értéke 2 körül kell legyen. Ez nagyrészt összhangban áll ami empirikus eredményeinkkel, mert egy ki
sit kisebb, 1.92 körüli értéket kaptunk28



átlagként. A GLP és IG modellekre tudomásunk szerint nem áll rendelkezésre ilyenelméleti eredmény. Modell αavg ασBA 1.9292 0.1530GLP 1.8448 0.0372IG 1.2714 0.04516. táblázat. Az x ≥ 15 fokszámokra be
sült α értékek átlaga és szórása, 50-50 futásereményei alapján (m = 50, ε = 0.01).4.3. Az AS gráfMint említettük, az AS gráf feltérképezésére, kialakulásának megértésére manap-ság nagy igény mutatkozik. Erre a hálózatra a kib®vített BA modell legfeljebb q ∼= 0paraméterrel lenne reális, mert az a legritkább esetben fordul el®, hogy egy régi kap-
solatot megsz¶ntetnek, általában inkább újabb, gyorsabb vonalakat alakítanak ki amár meglév®k mellé. Ekkor viszont a GLP modellt kapjuk vissza β = 0 paraméterrel.Az el®z® fejezetekben kimunkált statisztikai módszerekkel mi is vizsgálatokat vé-geztünk a 2007. októberi AS hálózaton [17℄, mely mérésünk id®pontjában egy 7368
sú
sú gráf volt. A Küszöbkeresés algoritmus kimenetének részlete a 7. táblázatbanlátható. Látható, hogy az AS gráfot nagyjából az x ≥ 7 értékre tekinthetjük Paretoeloszlásúnak, e fölött az α = 1.346, ami a 4. ábrán is látható. A bevezetett közösküszöb feletti, vagyis az x ≥ 15 értékekre az α = 1.3215 paraméter¶ görbe illeszkedika legjobban. Ez összhangban van a korábbi mérésekkel [15℄.Az α paraméter alapján az AS gráf a legjobb egyezést az IG modellel mutatja,hiszen az így generált gráfokra ennek átlaga 1.2714, ez az említett 1.3215-ös értékhezképest 4%-os eltérést jelent. Ez nem meglep®, hiszen az IG modellt kifejezetten azAS szint kiépülésének feltételezett me
hanizmusai alapján terveztek.Zhou és Mondragón, az IG modell megalkotói [16℄, azt is kimutatták, hogy azAS és egy IG gráf az úgynevezett �ri
h-
lub� jelenségben is kiválóan megegyeznek.Ez azt jelenti, hogy ha a gráfból kiválasztjuk a legnagyobb fokú pontokat, akkor29



Alsó határ α̂ β̂ OK15.0000 1.3215 14.9525 112.0000 1.3502 11.9724 19.0000 1.3457 8.9855 17.0000 1.3466 6.9917 16.0000 1.3633 5.9943 05.0000 1.4158 4.9965 07. táblázat. A küszöbkeresés eredményeinek részlete az AS gráfon (m = 100, ε =

0.01).
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Pareto, alpha=1.35

4. ábra. Az AS gráf fokszámainak hisztogramja log-log skálázású ábrán, és az α =

1.35 paraméter¶ Pareto eloszlás. 30



közöttük az összes lehetséges él közül mennyi van meg tényleg a gráfban. A valódiAS gráfnál ez igen magas, vagyis a gazdag pontok egy �klubbot� alkotnak, szintemindegyik össze van kötve mindeggyikkel. Az IG modellben a kiválasztott pontokszámának függvénye nagyon hasonló a valódi AS gráf ugyanilyen függvényéhez.4.4. Az iWiW gráfAz iWiW.hu mára Magyarország legnagyobb közösségi site-ja lett. A rendszerhasználói bejelölik ismer®seiket, így alakítva hálózatot. Az AS gráfhoz hasonlóan aziWiW gráf egy 14060 pontú részgráfjának illeszkedését is megvizsgáltuk. A részgráfotszélességi bejárással vágták ki, vagyis egy emberb®l kiindulva vették a szomszédait,majd az ® szomszédaikat, stb. 2-3 szintig (pontosan mi sem tudjuk, milyen mélységig,de ez most nem is lényeges).Az így kapott iWiW részgráfnál több érdekes dolgot tapasztaltunk. El®ször is azilleszkedés alsó határa meglep®en magas, körülbelül 60. Ez a 5. ábrán is látszik, ami agráf fokszámainak hisztogramját mutatja log-log slálázású diagrammon. Az eloszlásle
seng® vége kiválóan illeszkedik a hatványfüggvény eloszlásra (egyenes vonal), dekb. 60 körül egy törést láthatunk az ábrán, és a küszöbnél kisebb értékekre messzeelmarad a valódi gyakoriság az elvárttól. Meglep® módon a törés alatti rész is egyegyenes a log-log ábrán, ami azt jelenti, hogy ez is hatványfüggvény alakú, 
sak másparaméterekkel. Az α például biztosan kisebb itt, mert a vonal is kevésbé lejt.A küszöbkeresést jóval kevesebb osztóponttal futtatuk, mivel a gráf elég nagy.Ezért a kapott eredmény feltehet®leg pontatlanabb a korábbiaknál. A 8. táblázatbantalálható az eredmények egy részlete. Látható, hogy 61-et kaptunk alsó határnak, ése fölött az α = 1.4776. Alsó határ α̂ β̂ OK134.0000 1.7202 133.8897 184.0000 1.5915 83.9627 161.0000 1.4776 60.9807 146.0000 1.3358 45.9880 036.0000 1.2153 35.9917 08. táblázat. A küszöbkeresés eredményeinek részlete az iWiW gráfon (m = 20, ε =

0.01). 31
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Pareto, alpha=1.477

5. ábra. Az iWiW gráf fokszámainak hisztogramja log-log skálázású ábrán, és az
α = 1.477 paraméter¶ Pareto eloszlás.Ha 
sak az kis értékekre akarunk Pareto eloszlást illeszteni, akkor nem hasz-nálhatjuk az eddigi CML be
slést, ugyanis így a valódi α-nál jóval kisebb értéketkapnánk, a nagy fokszámok hiánya miatt. Viszont az LSF be
slés használható. Ezugyanis a hisztogramra illeszti a görbét, és ehhez elég a kis minták ismerete is. A 6.ábrán látható, hogy az α = 0.246 paraméter¶ eloszlás megfelel® mértékben illeszke-dik a pontokra. Ez meglep®en ki
si a fels® régiók 1.477-es paraméteréhez képest, ésazt mutatja, hogy az 50-60-nál kisebb fokszámú pontok másképp viselkednek, minta nagyobb fokszámúak.Azt, hogy a kis fokszámú pontokból kevesebb van a vártnál, nem magyarázza mega részgráf kivágásának módszere. Ugyanis a szélességi bejárás utolsó szintjén bevettpontoknak még nin
s is minden éle a részgráfba felvéve, amikor leáll a bejárás, ígyelvileg a kis fokszámú pontoknak sokkal gyakoribbnak kellene lenniük a részgráfban,mint a teljes gráfban. Kérdés tehát, hogy mi okozhatja a megtörési a jelenséget.Ez talán azért lehet, mert amikor egy ember 
satlakozik az iWiW-hez, akkor egykezdeti fázisban intenzíven elkezd kap
solatokat építeni. Ebben a kezdeti fázisban32
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6. ábra. Az iWiW gráf 60-nál kisebb fokszámainak hisztogramja egyenletes skálázásúábrán, és a rá illesztett α = 0.246 paraméter¶ Pareto eloszlás.felkutatja a barátait, így a 
satlakozás után kevés id®vel már sok kap
solata van.A barátok utáni kutatás általában úgy történik, hogy az ember szétnéz az eddigiismer®seinek az ismer®sei közt, és sokszor közülük sokakat ismer, hiszen egy társa-ságból valók. Ekkor hirtelen sok új kap
solatra is szert tehet, vagyis �lemásolhatja�egy nagy fokszámú pont éleit, így ® is viszonylag könnyen nagy fokszámúvá válhat.Ebb®l kifolyólag az elvártnál kevesebb lesz a kis fokszámú pont. Ezen kezdeti fázisután azonban elfogy a lendülete és �lassítani� kezd, így a nagyobb régiókban lassablesz a b®vülés. Ez természetesen 
sak egy heurisztikus felvetés, további szimulá
iókszükségesek a fent említett hatások helyességének eldöntésére.
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5. Az elkészült programok bemutatásaA dolgozathoz készített .m fájlok Matlab-ban futtathatóak, és jellegüknél fogvakét 
soportra oszthatóak. Az egyik 
soport az algoritmusokat valósítja meg. Ezekmindig paraméterként kapják meg a bemenetet, és a kimenetet vagy kiírják, vagyvisszatérési értékként adják tovább. A másik 
soport a dolgozatban leírt kísérlete-ket automatizálja, ezeknek nin
s semmilyen paraméterük vagy visszatérési értékük,így egyszer¶en futtathatóak. Amennyiben ezekben a paraméterek állítására lenneszükség, azt a fájlok szerkesztésével lehet megoldani. Mindegyik fájlhoz egy rövidfejkomment is tartozik, ebb®l kiderülnek az esetleges paraméterek és visszatérési ér-tékek.Algoritmusok
hi2t.m χ2-próba egy megadott Pareto eloszlásra
mle.m korrigált maximum likelihood paraméterbe
sléslsf.m paraméterbe
slés lineáris regresszióvalmle.m maximum likelihood paraméterbe
slésmoe.m paraméterbe
slés momentum-módszerreltme.m paraméterbe
slés 
sonkított momentum módszerreltreshold_sear
h.m küszöbkeresés (alap verzió)treshold_sear
h1.m küszöbkeresés (1 hibát megenged® verzió)treshold_sear
hl.m küszöbkeresés balról kezdvetreshold_sear
hp.m küszöbkeresés (a teljes táblázat kiírásával)Kísérletek, mérések
aida.m kísérletek az AS gráfon (4.3 fejezet)graph_stat.m 50-50 generált gráf statisztikái (4.2 fejezet)mixgen.m egyenletes és Pareto eloszlás keveréke (3.3 fejezet)testalpha.m α be
slések összehasonlítása (2.3 fejezet)testbeta.m β be
slések összehasonlítása (2.3 fejezet)tm_stat.m a 
sonkított mom. módszer adaptá
iója (2.2.2 fejezet)voip.m kísérletek VoIP adatokon (3.4 fejezet)wiw.m kísérletek az iWiW gráfon (4.4 fejezet)34



6. Összefoglalás, konklúzióEbben a dolgozatban részletesen megvizsgáltam a skálafüggetlen hálózatok fok-számeloszlását, paramétereit felderít® módszereket. El®ször bemutattam az elter-jedt paraméterbe
sl® módszereket a Pareto eloszlásra (lineáris regresszió, momen-tum módszer, maximum likelihood módszer). Ezek mellett bemutatásra került egykevésbé ismert be
slési módszert, mely bizonyos 
sonkított momentumok eloszlás-karakterizáló tulajdonságán alapul. Mérési eredmények igazolják, hogy ezen be
slésimódszerek közül a Saksena és Johnson által [7℄-ben levezetett CMLE vagyis korrigáltmaximum likelihood be
slés a legoptimálisabb. Mindazonáltal más eloszlások eseténérdemes megfontolni a bemutatott TME módszer használatát is, különösen abbanaz esetben, ha a maximum likelihood egyenlet 
sak nehezen, vagy 
sak numerikusanlenne megoldható.Az TME módszer alkalmazásakor kiderült, hogy a 
sonkítási pontokat magukbana mintaelemekben érdemes kijelölni, és a 
sonkítás után alkalmazott regressziókor apontoknak 
sak az alsó 50-70%-át érdemes �gyelembe venni. A TME módszer abemutatotthoz hasonló módon alkalmazható minden olyan eloszlásra, melyek karak-terizáló egyenletei lineáris regresszióra visszavezethet®k. További kutatás vagy álta-lánosított regresszió szükséges az olyan eloszlások esetére, ahol ez nem lehetséges.Illeszkedésvizsgálatra bemutattam egy küszöbkeres® algoritmust, amely megta-lálja, hogy mely érték fölött tekinthet® a vizsgált minta Pareto eloszlásúnak. Ezkülönböz® módosításokkal is futtatható, mi a legengedékenyebb megoldást választot-tuk. Ennek segítségével megvizsgáltuk VoIP hívásokban az aktív peiódusok hosszát.Kiderült, hogy a magasabb értékekre jól illeszkedik az Pareto eloszlás α = 2.18 pa-raméterrel.Napjainban a Pareto eloszlás a skálafüggetlen gráfok vizsgálatakor kerül el® leg-gyakrabban. Ezért statisztikai módszereink legf®bb alkalmazási területe ezen gráfokvizsgálata. Ennek jegyében megvizsgáltam néhány grá�ejl®dési modellt (BA, GLP,IG), és összehasonlítottam ®ket valódi hálózatokkal, pontosabban az AS és az iWiWgrá�al. Ezen vizsgálatok során kiderült, hogy az IG modell kiválóan illeszkedik az ASgráfra, mindkett®ben az alsó küszöb 5-10-es nagyságrend¶ és e fölött az α paraméterértéke 1.3 körül van.Az iWiW hálózatra viszont egyik fenti modell sem illeszkedik igazán, egy vi-szonylag magas fokszámnál lév® törés ugyanis két részre bontja az értéktartományt.35



A törés alatt és fölött is hatványfüggvény alakú az eloszlás, de más-más exponen-sekkel. Feltételezésem szerint az iWiW gráf fejl®désekor más szempontok is szerepetjátszanak, mint a többi hálózatnál.Természetesen a skálafüggetlen hálózatokat sok más szempont alapján is lehetvizsgálni, ezek közül nagyon sokat már kidolgoztak a kutatók. Dolgozatomban a Pa-reto eloszlás illesztésére helyeztem a hangsúlyt, mely véleményem szerint igen érdekesfeladat volt. Remélem, hogy ezen eszközök segítségével a kés®bbiekben a skálafüg-getlen hálózatok még részletesebb megismerésére is mód nyílik.
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A. Statisztikai emlékeztet®Egy X valószín¶ségi háttérváltón meg�gyeléseket végzünk. Ekkor statisztikaiminta alatt a független, azonos eloszlású X1,X2, . . . valószín¶ségi változók sorozatátértjük, ahol az Xi valószín¶ségi változük eloszlása megegyezik az X háttérváltozóé-val. A meg�gyelések egy konkrét realizá
ióját x1, x2, . . . jelöli. A mintaelemek egy
T (X1, . . . ,Xn) függvényét statisztikának nevezzük.AlapstatisztikákMintaátlag

X̄ =
1

n

n
∑

i=1

XiEmpirikus szórásnégyzet
S2 =

1

n

n
∑

i=1

(Xi − X̄)2Korrigált empirikus szórásnégyzet
S∗2 =

n

n− 1
S2 =

1

n− 1

n
∑

i=1

(Xi − X̄)2K-adik empirikus momentum
Mk =

1

n

n
∑

i=1

Xk
iBe
sléselméletMost feltesszük, hogy a háttérváltozó valamilyen θ paraméterrel paraméterezhet®eloszlás
saládból származik.1. De�ní
ió. A likelihood-függvény a mintaelemek együttes s¶r¶ségfüggvényét(diszkrét esetben súlyfüggvényét) jelenti.

Lθ(x) =

n
∏

i=1

fθ(xi)37



2. De�ní
ió. A T (X) statisztika elégséges a θ paraméterre ha az
fθ(x|T (X) = t) =

{

Lθ(x)

fT

θ
(t)
, ha T (X) = t,

0, különbenfeltételes s¶r¶ségfüggvény nem függ θ-tól, ahol fT
θ (t) jelöli a T (X) statisztika s¶r¶-ségfüggvényét a t helyen, Lθ(x) pedig a minta likelihood-függvényét.Ez de�ni
ió a folytonos esetben érvényes. Diszkrét eloszlásra hasonló, 
sak s¶r¶ség-függvény helyett súlyfüggvénnyel.3. De�ní
ió. A T statisztika teljes, ha

E(g(T )) = 0, ∀θ =⇒ g = 0 majdnem mindenüttVagyis a teljes statisztikának 
sak az azonosan 0 függvénye lesz 0 várható érték¶.Az elégségesség és teljesség fogalma is tulajdonképpen a T statisztikának a θ pa-raméterre vonatkozó informá
ió-meg®rzését fejezi ki. Amíg az elégséges statisztika amintaelemekb®l minden θ-ra vonatkozó informá
iót meg®riz, addig a teljes statisztikasemmilyen olyan informá
iót nem ®riz meg, ami nem a θ-ra vonatkozik. Az elégségesstatisztikák között bevezethet® egy részben rendezés, �informá
ió-gazdaságossági�szempont alapján: T1 a T2-nek alárendelt statisztika, ha létezik ν függvény, hogy
T1 = ν(T2).4. De�ní
ió. A T statisztika minimális elégséges, ha alárendelt statisztikája bár-mely más elégséges statisztikának.2. Tétel. Ha a T elégséges statisztika teljes, akkor minimális elégséges is.Most a θ paramétert, vagy annak valamilyen ψ(θ) függvényét szeretnénk be
sülniaz X = (X1, . . . ,Xn) független azonos eloszlású minta alapján konstruált T (X)statisztika segítségével.5. De�ní
ió. T (X) torzítatlan be
slés ψ(θ)-ra, ha

E(T (X)) = ψ(θ), ∀θ
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6. De�ní
ió. Legyen T1 és T2 torzítatlan be
slés (θ-ra vagy valamilyen ψ(θ)-ra). T1hatásosabb T2-nél, ha
D2(T1) ≤ D2(T2), ∀θés legalább egy θ0 esetén határozott egyenl®tlenség teljesül.7. De�ní
ió. Egy torzítatlan be
slés hatásos, ha bármely más torzítatlan be
slésnélhatásosabb.3. Tétel (Lehmann-S
he�é). Ha T elégséges, teljes és torzítatlan, akkor hatásos.Ez a tétel a Rao-Bla
kwell-Kolmogorov-tétel következménye [8℄, utóbbi bizonyításamegtalálható [4℄-ben.
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