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1. Bevezetés

Szamos miszaki, szociologiai és egyéb tudomadnyos teriileten figyelhetGek meg
olyan jelenségek, melyek Pareto, vagy masnéven hatvanyfiiggvény eloszlasi valodszi-
niiségi valtozokkal modellezhetk. Az egyik legfontosabb ilyen teriilet, az utobbi évek-
ben jelentds figyelmet kapo, nagymeéreti skalafiiggetlen grafok [1]. Az ilyen grafok fok-
szameloszlasa altalaban Pareto eloszlast kovet, és mint kideriilt, rengeteg tarsadalmi-
kommunikacios jelenség leirhato veliik. Ahhoz, hogy ezeket a grafokat részletesebben
tanulményozni tudjuk, sziikségiink van olyan statisztikai médszerekre, melyekkel le-
het@ségiink nyilik a megfigyelések elemzésére, a vizsgalt struktira ,feltérképezésére”.
Dolgozatomban ezt az igényt igyekszem kielégiteni, bemutatva a felmeriils feladato-
kat, majd Osszehasonlitva ezek lehetséges megoldasait szimulalt adatokon és valodi
adatrendszereken is.

A dolgozat két nagyobb részre tagolhatd. ElsGként részletesen bemutatom, hogy
hogyan illeszthetiink Parero-eloszlast pontok egy halmazara. Ez az eloszlas paramé-
tereinek becslését jelenti a mintaelemek alapjan. Altalaban is az egyik legfontosabb
statisztikai kérdés, hogy mik a vizsgalt jelenség eloszlasanak paraméterei. A skalafiig-
getlen grafok esetében kideriilt, hogy a fokszameloszlas paraméterei a grafok szamos
tulajdonsagat befolyasoljak. Tobb altalanos, jol hasznalhaté paraméterbecslé mod-
szer is létezik, de ez a teriilet jelenleg is aktivan kutatott. Féként az egyes speciélis
alkalmazasokban jobban teljesité technikak keriiltek el6térbe, ezek hatékonyabbak
lehetnek egy-egy adott feladatra.

A 2. fejezetben tehat elGszor attekintem a klasszikus paraméterbecslé modszere-
ket és alkalmazom Gket a Pareto eloszlasra. Ezutan bemutatok egy kevésbé ismert
modszert is. Ez a feltehet6leg igen &ltaldnosan hasznalhato lesz, mivel mas, abszolut
folytonos eloszlasokra is alkalmazhato. Itt most a Pareto, illetve kitérsként a normé-
lis eloszlasra alkalmazva keriil bemutatasra, és megprobalom megvalaszolni az ezzel
kapcsolatban felmeriils kérdéseket. A fejezet végén mérések alapjan dsszehasonlitom
a becslési modszereket, szimulaciok alapjan megprobalom meghatérozni a legjobb
becslési eljarést.

A munka masodik része az illeszkedésvizsgalattal és a skalafiiggetlen grafok fok-
szameloszlasanak illesztésével foglalkozik részletesen. Itt a f6 kérdés, hogy az (eset-
leg paraméterbecsléssel) felallitott modelliinkre mennyire illeszkedik a hattérvaltozo
tényleges eloszlasa. Az 3. fejezetben felhasznalva a klasszikus x? probat bemutatunk

egy kiiszobkeres6 algoritmust, mely bizonyos keverék eloszlasok esetén a Pareto el-



oszlastu mintaelemek elkiilonitésére képes. A 4. fejetben tobb graffejlédési modellt is
megvizsgalunk, és megprobaljuk a fokszdmeloszlasok és mas jellemzdk alapjan megta-
lalni ezek koziil a valodi hélozatokra legmegfelel6bb eredményt produkild modszert.

A dolgozatban bemutatott 6sszes modszert és kisérletet megvalositottam Matlab-
ban. A programok rovid bemutatasaval foglalkozik a 5. fejezet. Ezeket és a bemuta-
tott adatrendszereket, méréseket is elérhetévé tettem az alabbi honlapon, igy azokat

barki hasznéalhatja (az anyagok a dolgozat CD mellékletén is megtalalhatoak):
http://cs.bme.hu/ adamgyenge

A 6. fejezetben Osszefoglalom a dolgozat eredményeit, az A fliggelékben pedig a

matematikai statisztika legfontosabb vonatkoz6 fogalmai és tételei olvashatoak.

1.1. A Pareto eloszlasrol

Az («a, ) paraméterti Pareto eloszlas eloszlasfiiggvénye a kovetkezsképp van de-

finidlva: Y
F(2)ap=1- <%> , 2> f (1)
Az eloszlas abszolat folytonos, stirtiségfiiggvénye:
—(at1) Y
a (x af
f(f]f)awg = B <E> = $a+17 €T > /8 (2)

Sziikséges, hogy mindkét paraméter pozitiv valés szam legyen. A 3 paraméter az
eloszlas ,helyét” adja meg, vagyis eltolasat a szdmegyenesen, az o paraméter pedig
a lapultsagat.

Pareto olasz kozgazdasz a vagyoni viszonyok megoszlasanél fedezte fel ezt az
eloszlast, melyet késGbb rola neveztek el. A tudoményos irodalomban azonban sza-
mos mas név is elterjedt. Sok helyen power-law vagyis hatvanyfiiggvény eloszlasnak
nevezik, és ekkor az o+ 1 exponenst jelolik a-val vagy ~-val. Ekkor tehét a stirtség-
fiiggvény f(z) = Cx~ (ahol C egy olyan normalé konstans, hogy siirtiségfiiggvényt
kapjunk). Minden itt bemutatott modszer az « — 1 visszahelyettesitéssel ekkor is
hasznalhat6. Amennyiben kiilon nem emlitjiik, mi a (2) jelolést fogjuk hasznalni.
Szintén elterjedt még a Zipf-eloszlas elnevezés. Zipf az angol szavak el6fordulasai-
nak gyakorisaganal vett észre ilyen eloszlast. A Pareto eloszlasrol részletesebben lasd
[2]-t.



Az olvasoban joggal meriilhet fel az az észrevétel hogy grafok fokszdmai csak
diszkrét értékeket vehetnek fel. Ekkor egy pillanatra élve a fenti konvencidval az
eloszlas sulyfiiggvénye a kovetkezs: p(k) = Ck~%. Ezt minden k-ra 6sszegezve 1-et

kell kapnunk:

S pk)=CY k=) =1
k k

Ahol ¢(a) a Riemann-féle (-fiiggvény. Az el6bbi egyenletet atrendezve azt kapjuk,
hogy C = 1/((a). Sajnos ennek a fiiggvénynek a szamitasa igen nehéz, csak nume-
rikusan vagy specidlis fliggvények hasznalatédval lehetséges. Ezért paraméterbecslés
esetén ezt a diszkrét eloszlast, melyet a legtobbszor Zeta- vagy diszkrét Pareto el-
oszlasnak neveznek, célszertibb a folytonos Pareto eloszlassal kozeliteni, hiszen az

értekkeszlet olyan naggya valik, hogy gyakorlatilag folytonosnak tekinthets (vo. [3]).



2. Parameéterbecslés

2.1. Ismert paraméterbecslé technikak
2.1.1. Visszavezetés linearis regressziora

A legtobb kutatd ezt a nem til hatékony modszert hasznalja. Itt elkészitjiik a
mintaelemek alapértelmezésben egyenletes skalan vett hisztogramjat, és kapcsolatot
keresiink intervallumoknak megfelels dtlagérték és az intervallumokba es6 mintaelem-
szam kozott. A empirikus hisztogram abszolut folytonos eloszlas esetén altalaban jo
kozelitése az elméleti siirtiségfiiggvényeknek, jelen esetben (1)-nek, ha nagy szamu
intervallumra osztjuk a tartomanyt és még ennél is joval nagyobb a mintaelemszam
(errdl részletesebb lasd [4] 2.1 fejezet).

Jeldlje az egyforman h,, hossztsagu, diszjunkt intervallumokat A, ..., A,,, v; pe-
dig legyen a Aj-be es6 mintaelemek szima (3_;v; = n). Ekkor

filz) = 2L

= T EN;
nhy’ J

a hisztogramfiiggvény. Ez kozelitése a strtségfiiggvénynek, igy ha az intervallumok

—(a+1)

kozéppontjait 1, ..., 2y, jeloli, és y; = fi(x;) akkor az y; ~ Cu; kapcsolat

all fenn minden i-re, ahol C' = af“. Elhagyva az indexeket jol ismert modszer a

kovetkezs linearis regresszidra torténd visszavezetés:
y~Ce ) = Iny~InC—(a+1)Inz

Ha a kozelitési hibanak a négyzetes hibat tekintjiik, akkor a hagyoméanyos linearis

regresszio megoldéasa adja a legoptimalisabb egyiitthatokat (1d. [5]):

b= — m(P L nainy) — G2 Ina) (32, Iny,)
- (1 T T ) (o o P > )

A <(Z?ll Iny;) +(G@+1)>", In $z)> (4)

C =exp
m

A C = af” kifejezést atrendezve azt kapjuk, hogy:

Ing— InC—-lna

ez alapjan a becsiilt 5:

. InC —Ina
[ = exp — (5)



A (3) és az (5) becslésekre a tovabbiakban a szakirodalomban elterjedt médon
LSF (Least Squares Fitting) becslésként hivatkozom. Heurisztikusan megfogalmazva
a valtozok logaritmusai kozott kerestiink lineédris kapcsolatot, ami megfelel annak az
elterjedt modszernek, hogy az (z,y) parokat log-log skalazasu grafikonon abrazolva
egy egyenest illesztenek a pontokra, és ennek meredekségébdl kovetkeztetnek a-ra.
Azonban Goldstein [3] és Newman [2] is felhivjak a figyelmet arra, hogy az LSF
becslés nagyon pontatlan. Némi javitast lehet elérni példaul kumulalt illesztéssel,
logaritmikus intervallumokkal vagy csak az els§ 5-10 pont figyelembevételével a reg-
resszids egylitthatok szamitasakor. Ezekrél részletesebben az emlitett cikkek irnak. A

tovabbiakban csak a szimpla regressziot fogom 6sszehasonlitani a tébbi modszerrel.

2.1.2. Momentum moédszer

A momentum modszer esetén kivalasztjuk az eloszlas els6 k db momentumat
(ahol k a paraméterek szama), felirjuk ezeket a paraméterek fiiggvényeiként (pl. m; =
E(X7) = gj(01,...,01)), majd ha ez a (g1,..., k) : R¥ — RF leképezés invertélhato
(legyen ez az inverz (hi,...,h;) : R¥ — RF), akkor az i-edik paraméterre a 0; =
h(1hi,...,my) becslest adjuk (i = 1,..,k), ahol 7; = 2377 Xz-j a minta j-edik
empirikus momentuma.

Az («, ) paramétertd Pareto eloszlas esetében a k-adik momentum a kovetkezs-

képpen szdmolhato6 ki:

o e} 00 k—a 71 °
my, = BE(X*) = / zk aﬁﬂ dz = aﬂa/ b=ty = apB” [m ]
Jé; e Jé; k—« 8

Lathato, hogy ez utobbi akkor lesz véges, ha k < a. Ekkor a kifejezésre az alabbi
értéek adodik: N
apB” k— af
0— *) = 6
(0 ey = (
Mivel két paramétert keresiink ezért az els6 két momentumra lesz sziikségiink.
Azonban ezek csak akkor léteznek, ha o > 2. Ekkor

mp —

= aa—ﬂl (™)
és )
2= ozaf 2 (8)



Ez az (o, B) — (m1,ma) leképezés akkor és csak akkor invertalhato, ha a Jacobi

determinénsa nem 0:

pla=1) —ap «

R e N
T=1 BPa-2—af® 208 |~
(o —2)? a—2

(B — B —af) 203 a_ (fPa—26—ap?)
(=12 a-2 a-1 (v —2)?

B 203? B 2032 B

S (a—2)2(a—-1) (a—1)2(a—-2)
B 203 ((a — 1) — (a — 2)) B 203
(@122 (a—1)2(a—2)?

Mivel mindkét paraméter szigortian pozitiv, ezért mind a nevez6 mind a szamlalo is
az, és igy a determinédns semmiképpen sem lehet 0, igy a leképezés invertalhato.

(7) alapjan:
mi(a—1)

f=—"— (9)

a
ezt (8)-ba behelyettesitve:
a o(a=1)?% a?-2a+1 ,

mo = m = m
a—2 ' a2 a? — 2 1

Ebbdl a kovetkezd masodfokil egyenlet adodik a-ra:

(mg —mi)a? — 2(mgy —m2)a—m3 =0

Az egyenlet megoldésai:

2(mg — m%) + \/4(m2 — m%)2 + 4(mgy — m%)m%

()[172: =
2(my —m7)
2
1414 —D

Konnyd latni, hogy m? < ma, és igy a gyok alatt mindig egy 1-nél nagyobb
Y gy MMy

szam fog allni. Ennek a négyzetgyoke is nagyobb 1-nél, igy mindig csak az o =

1+ /1 +m?}/(ma — m?) megoldas lesz pozitiv.



Mivel mg — m% tulajdonképpen a szoérasnégyzet, ezért ezt az empirikus szoéras-

négyzettel, m;-t pedig a mintadtlaggal helyettesitve az alabbi becslést adhatjuk a-ra:

v=1 1 2 10
a=1+ +% ( )

B-ra pedig (9) alapjan:

—2
) 1+ 4y
5 1
f=2""z= g (11)
a -
1+, 1+ 4
S

A (10) és (11) becslékre az sszehasonlitasok soran MoE-ként (Moments Estimator)

hivatkozom.

2.1.3. Maximum likelihood médszer

A statisztikiban a paraméterbecslés egyik legelterjedtebb médja a maximum li-
kelihood modszer |4]. Ennek lényege, hogy egy adott kimenetel esetén keressiik azt
a parameétert, amire annak a realizacionak a valészintisége a legnagyobb. Jeldlje az

n elemd minta realizacidjat =i, ..., x,. Ekkor a likelihood egyenlet:

n A —(a+1) o
Las) = [[ 160> )5 (g) “1ai =AY a2
=1 1=

Ezt a kifejezést szeretnénk maximalizalni a-ban és S-ban. Lathato, hogy a szam-
laloban S van. J6 tehét, ha § minél magasabb, igy (12) is nagyobb lesz. Nem lehet

viszont magasabb x}-nal, vagyis a rendezett minta elss eleménél. Igy az ML becslés
B-ra:

3 = 2% = min (13)

A likelihood egyenlet logaritmusat véve a log-likelihood egyenletet kapjuk, mely-

nek ugyanott van a maximum helye, mint az eredeti likelihood egyenletnek:

T oz
lop(x) = lnH xa—il (x> x}) =
i=1 "1t

n

= ilna%—ialnaﬁ —Z(a+1)ln$i
i=1 i=1

1=1

8



Ennek az « szerinti a szélstértékét derivalassal kereshetjiik meg:

alayﬁ(x)_nl nl . nl n o nl
T—ZE—FZ nxl—z nxi—a—i-n nxl—z nz;
i=1 i=1 i=1 i=1
Ezt a kifejezést 0-ra megoldva a kovetkezs becslést kapjuk, melyrsl konnyen lathato,

hogy valéban maximumbhelye lesz a likelihood egyenletnek:

n
Y = 14
“ S Inz, —nlna} (14)

Malik [6] megmutatta, hogy ezek a becslések torzitottak. Saksena és Johnson |7]
az ML becslés fiiggvényeiként levezették az elégséges, teljes és torzitatlan becslést a

Pareto eloszlas paramétereire:

(54:<n_2>‘(54MLE:Z -2 (15)

n L *
n e Inz; —nlnz]

n *
B = <1 T = Danis S&MLE) BrLe = (1 - Zi:l:(lsl_ 17; o :El) -y (16)
Ezek a Lehmann-Scheffé-tétel miatt hatasosak (Lasd A fiiggelék), vagyis legkisebb
szorasu becsl6k az Osszes torzitatlan becslés koziil.

Mostantol (13) és (14) becsléket MLE, a (15) és (16) becsloket pedig CMLE,
vagyis korrigdlt ML becsléseknek nevezziik.

Megjegyzés: Egy tovabbi nevezetes becslési modszer a Bayes-becslés, mely négy-
zetes rizik6 értelemben az optimaélis eredményt adja. Ehhez azonban sziikséges is-
merni a paraméterek a priori eloszlasdt. Ennek hidnyaban egyenletes eloszlas téte-
lezhetd fel a teljes paramétertérben. Ez most azonban nem lehetséges, mert a para-
meétertér egy teljes siknegyed (ahol mind o mind [ pozitiv), ami nem korlatos, és igy
rajta az egyenletes eloszlas nem értelmezhetd. Ha viszont ennek egy korlatos tartoma-
nyara szoritkoznank, akkor ezen kiviili val6di paraméterek esetében hasznalhatatlan

lenne a becslésiink.
2.2. A csonkitott momentumok médszere

2.2.1. Elméleti megfontolasok

A modszer W. Glanzel alabbi tételen alapul [9], melynek G. G. Hamedani &ltal
leirt verziojat kozoljiik [10]:



1. Tétel (Glinzel). Legyen (2, A, P) egy valdszintségi mezd és legyen H = [a,b]
egy intervallum valamilyen a < b-re (a = —oo és b = 400 is megengedett). Legyen
X : Q — H egy folytonos valdszindségi vdltozo F eloszldsfiigguénnyel és legyen g és h

két H-n értelmezett valds értékd fligguvény gy, hogy
E{g(X)|X > 2} = E{M(X)|X > 2}\j(z), z€H

értelmezett valamilyen X valds figgvényre. Tegyiik fel, hogy g,h € CY(H), PVANS
C?(H) és F kétszer folytonosan differencidlhaté és szigorian monoton figgvény a H
halmazon. Végil, tegyiik fel, hogy a h)\‘z = g egyenletnek nincs megolddsa H belsd
pontjaiban. Ekkor g, h, és Xi egyértelmien meghatdrozzdk F-et, nevezetesen

= ’ )\/(U) expl{—s(u U
Fo) = [0l el st

ahol az s fiigguény az s’ = % differencidlegyenlet megolddsa és C egy konstans gy

megvdlasztva, hogy |[ y AF =1 legyen.

A tétel heurisztikus jelentése az, hogy minden abszolut folytonos eloszlasa X

valoszintiségi valtozora megfelels g, h és A fiiggvényekkel igaz, hogy:
E(g(X)|X = x) = E(M(X)|X = x)\(z) (17)

tovabba ezek a fiiggvények egyértelmiien jellemzik az adott eloszlast.

Ez az Osszefiiggés a valdszinégi valtozokbol csonkitassal kapott @jabb valtézok
bizonyos transzformaltjainak varhato értéke kozott allit fel kapcsolatot. A csonki-
tés statisztikai szempontbol azt jelenti, hogy egy mintabodl csak az x-nél nagyobb
elemeket fogadjuk el érvényesnek, a tobbi elemrsl megfeledkeziink.

[11]-ben a szerz6k a legtobb nevezetes eloszlasra megadjak ezeket a fiiggvényeket,

igy a Pareto eloszlast jellemzgket is. Ezek ebben az esetben a kovetkezdk:

a—+1

Igy tehat (17)-et dtrendezve, és ezen fiiggvényeket behelyettesitve a kovetkezd kife-

jezésre jutunk, ha X egy Pareto eloszlasa valoszintiségi valtozo:

a+1

1 - E((a+ D)X X > x)g =1 E(XYX >2)z=0 (18)

Erre egy masik bizonyitast is adhatunk az aldbbi érdekes &llitast felhasznélva:

10



1. Allitds. Ha X Pareto eloszdsi («,3) paraméterekkel, akkor Y, = X|X > x

Pareto eloszldst (o, x) paraméterekkel minden rogzitett x > (3 esetén.

—
Bizonyitas: Legyen X eloszlastiiggvénye Fy, g(z) = P(X <z)=1— <%)
Y, eloszlasfiiggvénye:

P(X <y, X>z) F(y)—F(x) _

Co)=PX <X >0 =—Fr oy ~ 1@

1— —a _ 1 —« _
_1-(@/B) _+(x/ﬁ) :1_<g> “ s
(z/B)~ x

ez pedig pont az (a, x) paramétertd Pareto eloszlas eloszlasfiiggvénye. O
Az 1. allitast és a momentumokra vonatkozo (6) képletet felhasznalva a csonkitott

valoszintiségi valtozo tetsz6leges momentuma (k < o esetén):

Oél‘k

E(X*X >2) = —

(19)

Ebbe k = —1-et helyettesitve, és atrendezve kapjuk a (18)-as egyenletet.

2.2.2. Gyakorlati megvalositas

Az 1. tétel alapjan egy 4j modszert adhatunk az o paraméter becslésére. (18)-at

most felhasznalva, keressiik azt az a-t amire a

E <1 - O‘;r Lpx1x > x)$>2 (13)

kifejezés minimalis, vagyis a hibat négyzetes értelemben minimalizaljuk.
Jelolje a minta realizaciojat xy, ..., z,. Ennek alapjan egy ¢ pontban megkaphat-
juk a —1-edik csonkitott momentum fiiggvény értékének becslését, ha elhagyjuk a

t-nél kisebb mintaelemeket, és a megmaradodak reciprokanak vessziik az atlagat:
o(t) = _r Z a7t
#{wilw; > 1} =

Ezt megcsinalhatjuk tobb ¢ értékre is, jelolje ezeket a pontokat t1, ..., t,,. Ezeket meg-
felelGen megvalasztva a v(t) = E(X !X > t) fiiggvényt kozelité pontokat kapunk.
De felmeriil a kérdés, hogy hogyan valasszuk meg ezeket a csonkitasi pontokat, vagyis
mely pontokba becsiiljiik a v(t) fiiggvényt? Erre tobb valasz is adhato, itt most két

természetesen adodo lehetGséget emlitiink:
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1. Adott szamu (pl. 10, 100,... db) pont egyenletesen eloszlatva a mintaterjedelem

altal kijelolt intervallumban.

2. A csonkitasi pontok legyenek maguk a mintaelemek (t; = x;), vagy éaltaluk
meghatarozott pontok, pl. minden egymast koveté mintaelempar altal kijelolt

intervallum felez6pontja (t; = (z; + x;41)/2).

A két kiilonboz6 esetet az 1. dbra' mutatja be. Mindkét esetben igaz az, hogy
mig a mintaterjedelem alsé végénél csonkitva még viszonylag sok mintaelem marad az
atlagolashoz, addig a fels6 végéhez kozeledve mar egyre kevesebb. Ebbgl kovetkezGen
ezek a pontok mér joval pontatlanabbul kozelitik a v(t) fliggvény valodi értékeit.
Az abrakon is latszik és mérések alapjan is kideriilt, hogy a csonkitasi pontokat az
2. modszer szerint célszerd megvélasztani, a csonkitasi pontokat az x; értékekhez
vessziik fel.

Igy tehat a csonkitott varhato érték képzés egy transzformécié a mintaelemeken,
az x vektorbol kapunk egy v vektort. Ezt szorozzuk meg elemenként a csonkitasi
pontokat tartalmazo t vektorral (ami jelen esetben z), az ereményt jeldljiik e_; ;-el

(ui. a —1-edik momentumot szorozzuk x els6 hatvanyaval). Tehat

€117 T; T

#{xz’xz Z xl} m; #{xz‘xz 2 x2} w§2
Vezessiik be tovabba az a = O‘TH Jelolést. Ekkor kozelitéleg az 1 —a-e_;; = 0
kapcsolat all fenn az 1j vektorra. Erre alkalmazhatjuk a mér emlitett hagyomanyos
linearis regressziot, és az annak eredményeként kapott a egyiitthatoval értelemsze-

riden a kovetkez§ becslést adhatjuk a-ra:

1
a—1

&= (14)

Ez a moédszer azért fog jobb eredményt adni, mint a sima lineéris regresszio, mert
a teljes mintaban 1évd informécié megjelenik vi-ben, egy elemet kivéve a maradékban
levék vo-ben, stb. Igy ezek sokkal pontosabb becslései a v(t) fiiggvénynek, mint a
hisztogram a stirtiségfiiggvénynek, és igy az e_1 1 is sokkal simabb lesz. Természetesen
ez mar kevésbé igaz a nagy értékekre, ahol mar csak kevesebb pont szamit bele az
atlagolasba (lasd késébb).

!Megjegyzés: Ez és a tobbi abra is angol nyelvi programmal késziilt
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Truncating in equal distances
0.2 . . ; ;
empirical value
0.181 theoretical value |

0.16

0.14

0.12

0.1

v(t)

0.08

0.06

0.04

0.02

120

Truncating in the values of the samples
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1. abra. A o(t) fiiggvény értékei egy 100 elemid minta (o« = 1.2, § = 3.0) alapjan
kiilonb6z6 csonkitasi pontokat véalasztva (a. egyenld tavolsagra lévs pontok, b. a

mintaelemek)
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Mivel az egyenletekben (3 nem szerepel, ezért ezzel a modszerrel rd nem lehet
becslést adni. Ez rogton meg is mutatja a mddszer egyik gyenge pontjat. Ennél és
més eloszlasokndl is csak azok a paraméterek becsiilhetGek, amelyek szerepelnek az
egyenletekben, és igy karakterizaljik az eloszlast. Elsére furcsanak hangzik, hogy
egy paraméter ilyen lehet, de pont a Pareto eloszlas példaja mutatja, hogy lehet
ilyen. Tovabbi hasonl6 esetek lehetségesek, amikor a paraméterek az eloszlas tartojat
befolyasoljak és nem a lecsengését, alakjat, stb.

Ha a csonkitasi pontokat a mintaelemek helyére véalasztjuk, még mindig jelentss
szorast tapasztalhatunk a magasabb rangi pontokndl. Ezt szemlélteti a 2. abra.

) Transformed values of the truncated averages

values
1.8} — — —constant 1 line |4

16r 1

1.4r 1

1.2F 1

1IF———— = = — — = - e — - — - — —

values

0.8 9

0.4r 1

0.2} 1

0 . . . . . . . . .
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

samples

2. abra. Egy 1000 elemi mintabol (o = 1.2, 8 = 3.0) az E(X > z;)-x; transzformaci-
oval nyert értékek a csonkitasi pont rendezett mintabeli rangja alapjan megjelenitve
(egyenes vonal) és a konstans 1 egyenes. A két egyenes kozotti regresszios egytitthato

kozelitéleg ;57

Lathato, hogy a rendezett mintaelemek éaltal alkotott gorbe (amelyhez szeretnénk
megfelels egyiitthatot taldlni, amivel megszorozva minél jobban kozeliti a konstans 1
fiiggvényt) a kisebb rangi pontoknal még szinte teljesen egyenes, a fels6 negyedben
azonban mar jocskin fluktual. Ez tobb okra is visszavezethets. Egyrészt példaul a

mintaelemekbdl készitett hisztogramfiiggvény is jelentGs mértékben fluktual ebben
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a tartomanyban (errdl részletesebben (2] ir). Mésrészt a mar emlitett jelenség is azt
okozza, hogy itt joval kevesebb pont ,marad életben” a csonkitds utan, és igy joval
pontatlanabbul tudjuk csak kozeliteni a varhato értéket. A fluktuacio kikiiszobolésére
az javasolhato, hogy a pontoknak legfeljebb csak az als6 50-70%-4at vegyiik figyelembe
az illesztéskor, igy joval pontosabb eredmények sziilethetnek.

A modszer hatékony implementacidjakor, példaul nagyméretid mintakon végre-
hajtott adatbanyészati felhasznaldsokban gondot jelenthet a csonkitott atlagok ki-
szamitasa. Erre dinamikus programozést érdemes alkalmazni, ha a mintat mar ren-
deztiik. Ha n db mintank van, toltsiik fel egy n méretd tomb elemeit csdkkend sor-
rendben, ahol az i-edik cella F(X|X > z;) becslését tartalmazza. A kitoltés kozben
tartsuk nyilvan, hogy mennyi az aktuélis z; pontnal nagyobb értékid elemek recip-
rokainak Osszege és darabszama, kezdetben mindketts 0. A kitoltés kozben vegyiik
a sorban eggyel kisebb mintaelemet és adjuk hozz& az Osszeghez a reciprokét, az
Ossz-szdmhoz pedig 1-et, ezek alapjan az atlag egy osztéassal nyerhets, ezt szorozzuk
meg az aktudlis mintaelemmel. Altalanos esetben ha k kiilonb6z6 momentumot kell
kiszamolnunk, akkor egy k x n-es matrixot kell értelemszeriien kitolteni. Kézben mér
a regresszios egyiitthatok szamitasanak elss lépését (az atlagoléast) is elvégezhetjiik,
igy még egy végigolvasast megsporolhatunk.

Az ebben a fejezetben bemutatott becslési modszert TM becslének (Truncated

Moments Estimator) nevezem a tovabbiakban.

2.2.3. Egy masik példa: a normalis eloszlas

A természet- illetve tarsadalomtudomanyokban az egyik leggyakrabban eléfor-
dul6 eloszlas a Gauss-, avagy normadlis eloszlas. Ezért most bemutatjuk a csonkitott
momentumok modszerét erre az eloszlasra is. Az (m, o) paraméterek esetén a kovet-

kez6 egyenletek jellemzik a csonkitott momentumokat [11]:

g(z) = 2% — mx — o* h(z) =z —m ANz) ==
Ezeket (10)-be behelyettesitve a kovetkezs Osszefiigges adodik:

E(X*-mX -d?|X>2)-E(X —m|X>z)z=0 (20)
A varhatoérték linearitasabol kdvetkezGen igy

E(X?*|X >2) -mE(X|X >z) — 0> - BE(X|X > x)z +mz =0
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Ezt a mar bemutatott jelolésrendszerre atirva:
(ea0 —e11) —m(e1o —ep1) — 02 =0 (21)

Ebben pedig a szokasos egyvaltozos linedris regresszioval meghatérozhatéak az

m és a o paraméterek

2.3. A becslési modszerek 6sszehasonlitasa

A bemutatott becslési eljarasokat tobbféle szerint Gssze lehet hasonlitani. Sta-
tisztikai nézGpontbol a legfontosabb kérdések a becslés torzitdsa (a varhato értéke
mennyire tér el a becsiilt paramétertsl) és torzitatlansag esetén a hatasossaga (mek-
kora szorassal becsli a paramétert). Szamitasi hatékonysag szempontjabol nem elha-
nyagolhato az algoritmusok koltsége sem, kiilonosen nagy mintak esetén. A modsze-
reket szimulacio segitségével hasonlitottuk Ossze: nagyméret mintakat generaltunk,
és ezeken teszteltiik a modszerek hatékonysagat.

Leginkabb az « parameéter becslésére voltunk kivancsiak és a TM becsléssel csak
ez becsiilhetd, ezért els6ként erre hasonlitottuk 0ssze a modszereket. Erre vonatkozé
méréseinket 10000 méretd, o = 2.5, § = 3 paraméteri mintdkra az 1. tablazat

tartalmazza. Itt most a > 2, igy a MokE is hasznalhato.

Becslési modszer  atlag — szoras

MLE 25005 0.024
CMLE 2.5000 0.024
MoE 2.6001 0.119
LSF 1.8992  0.257
TME 25004 0.027

1. tablazat. Statisztikai eredmények az a becslésére 10000 méretii, a=2.5, =3 pa-

raméterd minta esetén, 50 futas eredmeényeit atlagolva

Az 1. tablazatban lathaté eredmények Osszhangban vannak Goldstein és tarsa-
inak [3]-beli eredményeivel. Ok a fentiek koziil csak az MLE és LSF becsléseket
hasonlitottdk Ossze, és ezek koziil az MLE bizonyult a legjobbnak. Lathato, hogy
viszonylag torzitatlan becslést csak az MLE, CMLE és a TME ad, ezekre az eltérés
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kisebb mint 0.01%. Koziiliik is az elméleti eredményeknek megfeleléen a CMLE a
legpontosabb, ez adja a legjobb eredmény mellett a legkisebb szérast is, vagyis a
leghatasabb. Ezzel szemben a linearis regressziés modszer meglepGen nagy torzitasa
és szorasu. A momentum-modszerrel kapott becslés is tul pontatlan. A TME viszont
ugyan torzitatlan, de szorasa kicsit nagyobb mint a CML becslésé.

A 3 becslések sszesonlitdsa hasonld modon tortént, itt a TM becslés mér nem
volt hasznalhaté. Szintén egy 10000 méretd mintat generaltunk, és azon hasonlitottuk

0ssze a modszereket.

Becslési modszer — atlag  szords

MLE 3.0003  0.0003
CMLE 3.0000  0.0003
MoE 89.3576 210.72
LSF 1039 3.065

2. tablazat. Statisztikai eredmények a (3 becslésére 10000 méretii, a=2.5, =3 para-

méterd minta esetén, 50 futds eredményeit atlagolva

A mérések eredményei a 2. tablazatban taldlhatéak. Ebben a feladatban az MLE,
és méginkdabb a CMLE paratlanul erGsnek bizonyult. A CMLE-vel pontosan és na-
gyon kicsi szorassal lehetett meghatarozni a 8-t. A MoE és az LSF moédszerek viszont
kiabranditoan rosszul becsiiltek, az eredményeknek nem sok koziik volt a valosaghoz.
Ennek a jelenségnek az okara egyenlére nem talaltunk magyarazatot.

Habar a CMLE a Pareto eloszlés esetén jobbnak bizonyul, mint a TME, nem sza-
bad azonban lebecsiilniink e modszer jelentdségét. A Maximum Likelihood egyenletet
ugyanis sok esetben csak numerikusan lehet megoldani. A TME becslés olyan elosz-
lasokra, melyek karakterizalé egyenletei linearis regressziora visszavezethetGek (pl.
Normalis, Gamma, Beta) konnyen alkalmazhat6 az itt bemutatotthoz hasonlé mo-
don. Ezek az egyenletek nevezetes eloszlasok hatalmas gytjteményére rendelkezésre
allnak, masrészt 1j eloszlasok esetén is az 1. tétel differencidlegyenleteinek megolda-
saival megtaldlhatoak. Nem-linearis esetben altalanositott regresszo (pl. ACE algo-
ritmus, 1d. [4] 8.4 fejezet) is hasznélhato, azonban ennek a modszernek a felderitésére
tovabbi kutatas sziikséges.

Osszefoglalasként elmondhaté, hogy a Pareto eloszlas paramétereinek becslésénél
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a CMLE-t érdemes hasznélni, nemcsak a pontos és preciz eredmények, de a kdnnyd
implementalhatosag és gyors futds miatt is. Ez a moédszer minden szempontbdl a

legoptimalisabb eredményt adja.
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3. Illeszkedésvizsgalat

3.1. Illeszkedésvizsgalat a Pareto eloszlasra

A paraméterbecslés mellett egy mésik fontos statisztikai kérdés, hogy a vizsgélt
jelenség mennyire illeszkedik egy adott eloszlasra, modellre. Ezt illeszkedésvizsgalat-
nak nevezik, mely a hipotézisvizsgélat egy specialis esete. A null-hipotézisiink jelen
esetben az, hogy a vizsgalt valtozd Pareto eloszlast kovet, ezt vetjiik Ossze azzal az
ellenhipotézissel, hogy nem. T6bb elterjedt proba is van ennek eldontésére, a két
legismertebb ezek koziil a x? proba és a Kolmogorov-Smirnov préba (mindkét proba
részletes leirdsa megtalalhato [4]-ben). T6bb kutato is elkoveti azt a hibat, hogy
KS tesztet alkalmaz a skélafiiggetlen grafok esetén (lasd pl. [3]). Azonban a KS teszt
kizarolag folytonos esetben hasznalhatd. Habar a paraméterbecslés esetén a fokszam-
eloszlast egy folytonos eloszlassal kozelitettiik, ezt a KS probanél nem tehetjiik meg,
ugyanis a probastatisztika hatareloszlasa egyszertien nem az lesz, mintha valéban
folytonos lenne a hattérvaltozo.

Ebbdl kifolyolag a KS proba ebben az esetben nem hasznalhatd. Léteznek tjabb
illeszkedésvizsgalati modszerek is, azonban ezeknek &ltaldban nehézkes a szamita-
suk. Ezért most a klasszikus x? probat hasznaljuk. Ennek alapja, hogy tetszéleges
Ay, ..., A, teljes eseményrendszer esetén, vy, ..., v-el jeldlve az egyes események ab-
szolut gyakorisagat (3., v; = n), tovabba a Hy null-hipotézis fennallasa és n — oo

esetén a

P (22)

no.
i=1 Pi

probastatisztika eloszlasban tart az (r — 1)-ed foka x? eloszlashoz, ahol p; jelli az
A; esemény valoszintiségét Hy fennéllasa esetén.

Statisztikai probaknél meghatarozzuk a probastatisztika értékét a mintak alap-
jan, és ezt hasonlitjuk Ossze a hatareloszlas 1 — e kvantilisével. Amennyiben a sta-
tisztika értéke nagyobb a megfelels kvantilisnél, dgy elutasitjuk a null-hipotézist,
ellenkez6 esetben elfogadjuk 2. Az e érték lesz az elsofaju hiba valészintisége, vagyis
annak az esélye, hogy a null-hipotézis igaz, de mégis elutasitjuk. Az illeszkedés josa-
ganak mértéke a szignifikancia (bizonyossag). Ez azt jelenti, hogy milyen biztonsaggal

utasitjuk /fogadjuk el a null-hipotézist. Ez tulajdonképpen az a legmagasabb ¢ ami

2Diszkreét esetben még el6fordulhat randomizalasi tartomany is, amikor egy véletlen szam alapjan

dontiink az elfogadasrol. Részletesebben lasd [4] 4.1 fejezete
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mellett még megtartjatjuk a null-hipotézist.
A x? proba gyakorlati megvalositasakor felosztjuk a szamegyenest r részre (1 <
x9 < ... < xp_1 osztopontokkal) ugy, hogy mindegyik részbe essen néhany (legalabb

3) mintaelem. Ekkor az i-edik intervallum valoszintisége

i = P(X € [ZEi_l,l'i)) = F(iL‘Z) — F(:Ei_l) =

A N B A I
-1-(5) (1 () ) Fa

Ezt felhasznalva a x? statisztika kiszamolhato, és dsszevethetd az (r — 1)-ed foku x?

eloszlas megfelels kvantilisével. [tt most ismét a folytonos eloszlasfiiggvényt hasznél-
tuk, de ez a x? probanal nem okoz gondot, mert az osztépontok megfelel6 megva-
lasztésa esetén ezek a p; értékek jol kozelitik a valodiakat, és a proba szempontjabol
csak ezek a lényegesek.

A grafok fokszameloszlasdnak vizsgalatandl a kérdés néha forditott. Vagyis nem
adott bizonyossagi szint mellett akarunk dénteni a null-hipotézis elfogadasarél vagy
elutasitasarol, hanem éppen azt a legmasabb szignifikancia szintet keressiik, amely

mellett még elfoghatjuk Hy-t, vagyis hogy a vizsgalt jelenség Pareto eloszlasu.

3.2. A Kiiszobkeresés algoritmus

Bizonyos grafokndl csak az eloszlds lecsengs vége koveti a Pareto eloszlast, az
origohoz kozelebbi fele pedig valamilyen mas eloszlasbol szarmazik (pl. Exponencia-
lis, Gamma, Béta, Normalis, stb.). Ilyen grafokra késébb tobb példat is mutatunk.
Ezeknél kivancsiak vagyunk, hogy honnantol kezdve tekintheté a minta Pareto elosz-
lastnak. Erre a kovetkezd modszert javasoljuk. Rendezziik névekvd sorba a minta-
elemeket, és valasszuk ki a legnagyobb 5%-ot, 10%-ot, stb., a végén a teljes mintat.
A tartomanyok tehat nem diszjunktak, hanem egymésba skatulyazottak. 5%-os lé-
péskoz helyett természetesen valaszthatunk tetszéleges értéket, s6t a lépéskozoknek
nem is kell azonosaknak lenniiik. Most legyenek a 1épéskozok azonosak és jeloljiik
m-el a felosztds finomsagat, vagyis a tartomdanyok szamat. Végezziink mindegyik
tartomanyban becsléses x? probat, azaz az adott tartomany alapjan elGszor becs-
lést adunk az (o, 3) paraméterekre, majd illeszkedésvizsgalatot végziink az emlitett
modon ([ értékére megkozelitSleg x; varhato, ha az x;-nél csonkitottunk). Amennyi-

ben az eloszlas lecsengd vége Pareto eloszlasi, tgy az 1. allitds miatt a legkisebb
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tartoméanytol egy bizonyos tartoményig, mondjuk a k-ig (1 < k < m) szintén Pa-
reto eloszlast kell kapnunk, hiszen a jhatar” felett minden csonkitas ismét Pareto
eloszlast eredményez, méghozza ugyanazzal az o paraméterrel. Tehat megkeressiik
azt a tartoményt, amiben a minta még Pareto eloszlasu (e elséfaju hibaval), de a
nala eggyel b6vebben méar nem. A végén ennek a tartomanynak az alsé széle lesz
az a hatar, ahonnan kezdve Pareto eloszlastnak tekinthet6 a minta, vagyis ahonnan
a polinomiélis lecsengés érvényesiil. Ezt a modszert a Kiiszobkeresés algoritmusnak

hivjuk.

Algorithm 1 Kiiszobkeresés
Require: X: mintaelemek sorozata

e: megengedett els6faji hiba

m: osztoépontok szama

X < Rendez(X)
n < Elemszam(X)
fori=1tomdo
X; — |n- 2=t | edik értéknél nagyobbak X-bol
(&, B) — Becslés (X;)
if x2-Proba(X;, @&, 3,¢) = false then
return |n- 2=t | edik értek X-bol
end if
end for

return min X

3.3. Egyenletes és Pareto eloszlas keveréke

Az algoritmus hatékonysagat eloszlasok keverekékén teszteltiik. Konstrualjuk a
kovetkezd eloszlast: legyen az eloszlas 0 és 5 kozott egyenletes, 5 folott pedig egy
a = 2, f = b paraméterii Pareto eloszlas. Mivel mindkét rész integralja 1, ezért a
strtiségfiiggvényeket még le kell osztani 2-vel, hogy valoban eloszlast kapjunk. Ebbgl
az eloszlasbol készitettiink egy nagyobb mintét, és futattuk rajta a Kiiszobkeresés
algoritmust ugy modositva, hogy minden tartoményt megvizsgéljon (és ne alljon le
az els6 nem megfelel§ tartomanynél). Az eredményeket a 3. tablazatban foglaltuk

Ossze. Amint az a tablazatbol is kittinik, az algoritmus igen pontosan talalja meg
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a kiiszlibot (a finomséga ajabb osztopontokkal tovabb noévelhetd). Az eredmények

szerint a minta 4.9985 f6lotti részére jol illeszhetd a Pareto eloszlés.

N

Als6 hatéar a I} OK
7.8963 1.9581 | 7.8943 | 1
6.5110 2.0040 | 6.5099 | 1
5.6073 1.9844 | 5.6066 | 1
4.9985 1.9748 | 4.9980 | 1
3.9886 1.5895 | 3.9882 | 0
3.0044 1.2451 | 3.0041 0
2.0248 0.9311 | 2.0246 | 0
1.0511 0.6341 | 1.0509 | ©
0.0001 0.0970 | 0.0001 | ©

3. tablazat. A Kiiszobkeresés eredményei, 9 osztéoponttal, € = 0.05. Az OK oszlopban

1 szerepel, ha az alsé hatar feletti rész Pareto eloszlasunak tekinthetd.

Valodi adatoknél sajnos nem mindig ilyen jo a helyzet. Ezeknél méar sokkal je-
lent&sebb az algoritmus pontatlansiga, mert viszonylag nagy eltérések is lehetnek
egy-egy helyen az elvart és a megfigyelt értékek kozott. Ekkor enyhe modositasokat
lehet eszkozolni, pédaul hogy megengediink egy szeletnyi hibat. Vagyis ha az egyik
tartomanyban elutasitjuk a Pareto-eloszlast, akkor még nem &allunk le, csak ha a ko-
vetkez6 szeletnél is elutasitast kapunk. Ez azt jelenti, hogy egy 0-t még atugrunk az
1-esek sorozata kozott.

Az algoritmust ugy is modosithatjuk hogy balrol jobbra keressen, vagyis kiin-
dulva a teljes tartomanybol, az als6 hatart folyamatosan emelve az els6 olyan helyen
alljon meg, ahol mar elfogadhaté a Pareto-eloszlds. Ekkor tulajdonképpen az elsG 1-es
jelzést tartoméany alsé hatarat adja vissza az algoritmus. Mi, hacsak mast nem em-
litiink, ez utobbit hasznéljuk a kovetkezd fejezetekben. Azonban megemlitjiik, hogy
nem okozott lényegi kiilénbséget az se, ha az el6z6, 1 hibat megengedd algoritmussal

végeztiik a szdmitasokat.
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3.4. VoIP hivasok vizsgalata

A bevezetGben emlitett és a kévetkezd fejetben részletesen bemutatott skalafiig-
getlen halézatokon kiviil sok méas teriileten, példaul telekommunikacios jelenségeknél
is talalkozhatunk a Pareto eloszlassal |2]. Napjainkban rohamosan terjed a VolP,
vagyis az IP hélézatokon keresztiil lebonyolitott telefonhivas. Egy VolP kommunika-
ci6 soran periodusok figyelhetGek meg [12]. Az egyik az ugynevezett inaktiv periodus,
amikor nincs nagy forgalom, és ami van, az is kozel konstans mértékd. A masik az
aktiv periodus, amikor a két fél kozotti forgalom megné és dinamikusan valtozik,
ingadozik. A kommunikacié soran ilyen aktiv és inaktiv peribdusok kivetik egymaést.
Kideriilt, hogy ezen peri6édusok hossza is leirhaté Pareto eloszlassal.

A Kiiszobkeresés algortimussal megvizsgaltuk sok VoIP hivés 6sszesen 16116 db
aktiv periodusanak hosszat masodpercekben mérve. Az eredmények részlete a 4.
tdblazatban talalhato. Itt latszik, hogy csak 6.83 f6lott tekinthetd a minta Pareto
eloszldstunak. Erre a felsg régiora o = 2.1845. A minta hisztogramja és a 2.18 paramé-
terd Pareto eloszlas elméleti siirtiségfiiggvénye lathato a 3. dbran. Itt megfigyelhets
a fels6 tartomanyokban a kivalo illeszkedés, tovabbé az is, hogy a Pareto eloszlas

strtségfiiggvénye log-log skalazast abran egy egyenes vonal.

Alsé hatar & 15} OK
9.4403 2.2614 | 9.4326
6.8394 2.1845 | 6.8365
5.4595 2.0336 | 5.4578
4.6208 1.9410 | 4.6197
3.9601 1.8174 | 3.9593

S| o |||

4. tablazat. A kiiszObkeresés eredményeinek részlete aktiv VoIP periddusok hosszain
(m =30, =0.01).
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Histogram of the length of active periods
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3. abra. VolP hivasok aktiv periédusainak hisztogramja log-log skalazasu abran, és

az a = 2.18 paraméterd Pareto eloszlés.
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4. Graffejlédési modellek vizsgalata

4.1. Skalafiiggetlen halézatok

Az egyik legfontosabb jelenség, ahol a Pareto avagy hatvanyfiiggvény-eloszlas
el6fordul, a skalafiiggetlen grafok fokszameloszlasa. Az ilyen grafokban annak a va-
loszintisége, hogy egy véletleniil kivalasztott cstucs fokszdma éppen egy k szam, k
novekedtével polinomidlisan cseng le: p(k) ~ k7. Erre utal a skdlafiiggetlen elneve-
zés, ugyanis a fokszamok hisztogramjat log-log skaldzasi grafikonon abrazolva egy
egyenes vonalat lathatunk — fiiggetleniil a logaritmus alapjatdl. Irdnyitott grafokra
a skalafiiggetlen tulajdonsag a kimend és a befuté élekre kiilon-kiilon is teljesiil, al-
talaban kiilonb6z6 exponensekkel.

A témakorben az utobbi években sok jelentds eredmény sziiletett, az alapokrol
jo Osszefoglalo [13]. Kideriilt, hogy szamos, a valodi vilagban fellelhetd halozat ilyen

tulajdonsigi. Néhany megleps ezek koziil:

o WWW: a graf csicsainak a weboldalak felelnek meg, az élek az oldalakon levd

hiperlinkek

e Hollywood: a csomoépontok a szinészek, két szinész kozt akkor megy él, ha

jatszottak kozos filmben

o Tudomdnyos kutatdsok: a csomoépontok a kutatok, élek a kozos cikket jegyzd
kutatok kozott futnak

o Szexudlis kapcsolatok: a csomoépontok az emberek, kozottitk akkor fut él, ha

kapcsolatban voltak egyméssal

Az Internet is egy ilyen graf, melyben szamitogépek, routerek és egyéb eszkozok
vannak Osszekapcsolva. Az Internet topologidja két kiilonb6z6 szinten is vizsgalhato.
A routerek szintjén a csomopontok a routereknek illetve egyéb kommunikécios esz-
kozoknek felelnek meg, melyek kozott a fizikai kapcsolat jelenti éleket. Az AS (Au-
tonomous System) avagy interdomain szinten egy csomoépont az egy szervezethez,
domainhez tartozé routereket és szamitogépeket takarja, ezek a halézatok vannak
Osszekotve egymassal. Két csomoépont akkor fut él, ha legalabb egy vezeték megy
koztiik, vagyis van legalabb egy-egy router mindkét domainben, amik G6ssze vannak

kotve egymaéssal.
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Mindkét szint fokszameloszlasarol az elsék kozott deriilt ki, hogy hatvanyfiigg-
vény alaka [15]. Mivel az AS szint hatarozza meg az Internet globalis struktarajat,
ezért célszerd ennek topologiajat felmérni illetve a kialakulédsanak folyamatat minél
jobban modellezni. A precizebb modell segithet a forgalom-elemzésben, a virusok
vagy tdmadasok megéllitdsaban, stb.

Mint az a fenti felsorolasbol is kitiinik, nem csak miiszaki, hanem téarsadalmi-
szociologia jelenségek kozott is sokhelyen elGfordulnak skalafiiggetlen halozatok. Az
emberek ismerdsi kapcsolata is egy héalozat. Ebben a grafban az emberek jelentik
a csomopontokat és az egymast ismer§ emberek vannak &sszekotve. Tébb szociold-
giai felmérés is igazolta, hogy ez a graf, s6t az egy szervezeti vagy foldrajzi egységre
sziikett részgrafja is skalafiiggetlen. Ennek fényében részletesen megvizsgaljuk egy
magyar kozosségi-site, az ismert iWiW.hu héilézatanak egy részletét is, melyrsl azt
tétetelezziik fel, hogy egy jo lenyomata az emberek tényleges ismerettségi héldzata-
nak.

Arra kérdésre, hogy miként jonnek létre a skalafiiggetlen halozatok, hogyan jelenik
meg a Pareto eloszlas, tobb modellt is javasoltak. Ezek koziil néhany jelentGsebbet

mutatok be roviden.

Barabasi-Albert (BA) modell

Ez az alap modell, melyet 1999-ben javasolt két amerikdban él6 magyar kutato,
Barabasi Albert-Laszlo és Albert Réka [1]. Két fontos eleme van. Az els6, hogy a
kezdeti mg darab ponthoz az id6 mulasaval Gjabb pontok adédnak hozza, mondjuk
idGegységentként egy. A masodik, hogy minden 4j cstcs adott szamu 1 élet alakit ki
a korabban mar a grafban 1évg csticsokkal, és az hogy melyik kordbbi ponthoz kap-
csolédnak szivesebben, vagyis nagyobb valdszintiséggel, az a pont fokszamaval egye-
nesen aranyos. Vagyis annak a valoszintisége, hogy egy 1j cstcs az i. régi cstcshoz
kapcsolodik p(i) = d(i)/>_; d(j) (ezt linedris preferencidnak is nevezik). Elméleti-
leg és szimulaciokkal is igazoltak, hogy ez a fejl6dési modell valoban skalafiiggetlen
halézatot eredményez. A leirt folyamat kovetkezménye, hogy akinek sok kapcsolata
van, annak az id6k folyaman még tobb lesz (,rich-get-richer” jelenség). Az alabb

ismertetett modellek ennek az altalanositasai, bévitései.

26



Kibovitett BA modell

A BA modell kib&vitésében a graf elézg allapotdhoz képest minden lépésben

harom lehetGség koziil valamelyik torténik [14]:

1. p valoszintséggel egy 1j él alakul ki a grafban a mér jelenlévs pontok kozott. Az
él egyik vége véletlenszertien valasztodik ki egyenletes eloszlas szerint, a mésik
vége a BA modellnél emlitett p(i) valosziniiségek szerinti linearis preferenciaval

valasztodik ki.

2. g valoszintiséggel egy él megsztinik, és helyette az él egyik végpontjatol a szoka-
sos fokszamok szerinti linedrispreferencidval egy masik csics fele jon létre egy

4j él.

3. 1 — p — q valdszintséggel egy Uj pont 1ép be, és kapcsolddik a szokédsos prefe-

rencids valasztassal néhany régi csicshoz, mint az egyszerti BA modellben.

Generalized Linear Preference (GLP) modell

A GLP modellben egyrészt a linedris preferencia altaldnositasaként minden
4j él kialakuldsakor az i. ponthoz valé kapcsolodéas valoszintisége p(i) = (d(i) —
B)/>_;(d(j) — B), ahol B € (—oo, 1) allithat6 paraméter. Ez az érték a kis pontok
yJhatranyat” csokkenti némileg a nagyokhoz képest, de valojaban nem okoz szamot-
tevd kiilonbséget, mert el6bb utoébb dgyis lesznek olyan pontok, akik joval tobb élre
tesznek szert, és igy joval preferdltabbakka valnak. Mésrészt, mint a kib&vitett BA
modellben, igy itt is minden korben p valészintiséggel két korabbi pont kézott alakul
ki él, uj pont csatlakozasa nélkiil. A GLP modellben azonban nem sziinnek meg élek,

ezért tulajdonképpen nagyon hasonlé a ¢ = 0 paraméterd kibdvetett BA modellhez.

Interactive Growth (IG) modell

Ezt a modellt kifejezetten az AS graf minél jobb reprodualasara alkottak [16].
Egy 10j csomopont itt is a BA modellben bemutatatott linearis preferenciaval va-
lasztja meg, hogy mely régi csomoépontokhoz kapcsoldédjon. Ezutdn viszont azoknak
a csomopontoknak, amelyekhez ez az 1j csomodpont elséként csatlakozott, szintén
van lehetGsége méas csomopontokhoz kapcsolodni ugyanugy lin. pref. szerint. Ennek

magyarazata az AS graf esetén az, hogy ezek a domainaek csillapitani akarjak az 1]
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csomoépont altal gerjesztett forgalmat. A szerzék a kovetkez6 paramétereket javasol-
jék: egy 1j pont 0.6 valoszintiséggel kapcsolédhat 2 db illetve 0.4 valdszintséggel 1
db élhez. Elgbbi esetben a két régi csomopont koziil az egyik még kaphat egy 1j élet,
utobbi esetben pedig az egy darab régi csomoépont kaphat még két élet.

4.2. A modellek statisztikai tulajdonsagai

Egy korébbi tanszéki fejlesztésnek koszonhetSen lehetdség nyilt a BA, GLP és
IG modellek szerint grafokat generalni. Mindharom modellbsl 50-50 db, 7368 ponti
grafot generaltunk. Mint latni fogjuk, ez az altalunk mért AS graf cstucsainak szama.
Ezutan mindegyik grafra megkerestiik a kiiszoboket, a kisebb értékek feldl elvégezve
a Kiiszobkeresést az els illeszkedd tartomanyig. Ezekre a kiiszobértékekre mostan-
tol TH-ként (treshold) is hivatkozunk. Az értékeknek a minimumat, maximumat és
atlagat az egyes tipusokon beliil a 5. tablazat foglalja 0ssze. Az adatokbol leolvas-
hato, hogy mindhirom esetben altalaban 4-9 koriil kezddik az az érték, ami fo6lott
érvényesiil a skalafiiggetlen tulajdonsag, vagyis a Pareto eloszlas. A BA modellben ez
viszonylag sztik tartomdanyon beliil ingadozik, az IG modellnél viszont nagyon ritka
esetekben akar 30 folotti is lehet.

MOde].l THmzn THma;E THa,’Ug

BA 4 9 4.94
GLP 6 14 8.9
IG 3 34 5.14

5. tablazat. Kiiszobértékek minimuma, maximuma és atlaga 50-50 futds ereményei

alapjan (m = 50, e = 0.01).

A legmagasabb T'H,, érték a GLP modellnél adédott, viszont a grafok nagyré-
szére 15-nél kisebb értéket kaptunk. Igy ezt vettiik egy olyan hatarnak, amely folott
a generalt grafok legtébbje méar hatvanyfiiggvény eloszldstinak tekinthets. Az e f6-
16tti tartomanyra minden grafon egy a becslés végezhets, mely j6 Osszehasonlitési
alapot ad a kiilonb6z6 modellek kozott. A becsiilt a-k atlagai és a becslések szorasai
a 6. tablazatban lathatdak. Barabasiék mean-field modszerrel elméleti uton belattak,
hogy modelljukben az o értéke 2 koriil kell legyen. Ez nagyrészt 6sszhangban all a
mi empirikus eredményeinkkel, mert egy kicsit kisebb, 1.92 koriili értéket kaptunk
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atlagként. A GLP és IG modellekre tudomésunk szerint nem &ll rendelkezésre ilyen

elméleti eredmény.

Modell gy Oy

BA 1.9292  0.1530
GLP 1.8448 0.0372
IG 1.2714 0.0451

6. tablazat. Az x > 15 fokszamokra becsiilt « értékek atlaga és szorasa, 50-50 futas

ereményei alapjan (m = 50, € = 0.01).

4.3. Az AS graf

Mint emlitettiik, az AS graf feltérképezésére, kialakuldsanak megértésére manap-
sag nagy igény mutatkozik. Erre a halozatra a kib6vitett BA modell legfeljebb ¢ = 0
paraméterrel lenne redlis, mert az a legritkdbb esetben fordul eld, hogy egy régi kap-
csolatot megsziintetnek, altalaban inkabb Gjabb, gyorsabb vonalakat alakitanak ki a
méar meglévék mellé. Ekkor viszont a GLP modellt kapjuk vissza § = 0 paraméterrel.

Az el6z6 fejezetekben kimunkalt statisztikai modszerekkel mi is vizsgéalatokat vé-
geztiink a 2007. oktoberi AS halozaton [17|, mely mérésiink id6pontjaban egy 7368
csucsu graf volt. A Kiiszobkeresés algoritmus kimenetének részlete a 7. tablazatban
lathato. Lathato, hogy az AS grafot nagyjabol az x > 7 értékre tekinthetjiik Pareto
eloszlasunak, e folott az o = 1.346, ami a 4. abréan is lathat6. A bevezetett kozos
kiiszob feletti, vagyis az > 15 értékekre az @ = 1.3215 parameétert gorbe illeszkedik
a legjobban. Ez 6sszhangban van a korabbi mérésekkel [15].

Az o paraméter alapjan az AS graf a legjobb egyezést az IG modellel mutatja,
hiszen az igy generalt grafokra ennek atlaga 1.2714, ez az emlitett 1.3215-6s értékhez
képest 4%-os eltérést jelent. Ez nem meglepd, hiszen az IG modellt kifejezetten az
AS szint kiépiilésének feltételezett mechanizmusai alapjan terveztek.

Zhou és Mondragon, az IG modell megalkotoi [16], azt is kimutattak, hogy az
AS és egy IG graf az ugynevezett ,rich-club” jelenségben is kiviléan megegyeznek.
Ez azt jelenti, hogy ha a grafbol kivalasztjuk a legnagyobb fokiti pontokat, akkor
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N

Also hatar Qa I} OK
15.0000 1.3215 | 14.9525
12.0000 1.3502 | 11.9724
9.0000 1.3457 | 8.9855
7.0000 1.3466 | 6.9917
6.0000 1.3633 | 5.9943
5.0000 1.4158 | 4.9965

o|lo|lR|lFR|Fk|M

7. tablazat. A kiiszObkeresés eredményeinek részlete az AS grafon (m = 100, ¢ =
0.01).

Histogram of degrees (AS)
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4. abra. Az AS graf fokszamainak hisztogramja log-log skalazasu dbran, és az o =

1.35 parameéterd Pareto eloszlas.
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kozottiik az Osszes lehetséges él kozilil mennyi van meg tényleg a grafban. A valédi
AS grafnél ez igen magas, vagyis a gazdag pontok egy ,klubbot” alkotnak, szinte
mindegyik Ossze van kotve mindeggyikkel. Az IG modellben a kivalasztott pontok

szamanak fiiggvénye nagyon hasonlé a valodi AS graf ugyanilyen fliggvényéhez.

4.4. Az iWiW graf

Az iWiW.hu méra Magyarorszag legnagyobb kozosségi site-ja lett. A rendszer
hasznaloi bejelolik ismerdseiket, igy alakitva halozatot. Az AS grathoz hasonldan az
iWiW graf egy 14060 pontu részgrafjanak illeszkedését is megvizsgaltuk. A részgrafot
szélességi bejarassal vagtak ki, vagyis egy emberbdl kiindulva vették a szomszédait,
majd az § szomszédaikat, stb. 2-3 szintig (pontosan mi sem tudjuk, milyen mélységig,
de ez most nem is lényeges).

Az igy kapott iWiW részgrafnal tobb érdekes dolgot tapasztaltunk. Elgszor is az
illeszkedés als6 hatara meglepSen magas, koriilbeliil 60. Ez a 5. 4bran is latszik, ami a
graf fokszamainak hisztogramjat mutatja log-log slalazasi diagrammon. Az eloszlas
lecsengs vége kivaloan illeszkedik a hatvanyfiiggvény eloszlasra (egyenes vonal), de
kb. 60 koriil egy torést lathatunk az abran, és a kiiszobnél kisebb értékekre messze
elmarad a valddi gyakorisdg az elvarttol. Meglep6 moédon a torés alatti rész is egy
egyenes a log-log dbran, ami azt jelenti, hogy ez is hatvanyfiiggvény alaki, csak més
paraméterekkel. Az o példaul biztosan kisebb itt, mert a vonal is kevésbé lejt.

A kiiszdbkeresést joval kevesebb osztoponttal futtatuk, mivel a graf elég nagy.
Ezért a kapott eredmény feltehetsleg pontatlanabb a korabbiakndl. A 8. tablazatban
talalhato az eredmények egy részlete. Lathato, hogy 61-et kaptunk als6 hatarnak, és
e folott az o = 1.4776.

N

Also hatar Qa 6} OK
134.0000 | 1.7202 | 133.8897
84.0000 1.5915 | 83.9627
61.0000 1.4776 | 60.9807
46.0000 1.3358 | 45.9880
36.0000 1.2153 | 35.9917

O O ===

8. tablazat. A kiiszobkeresés eredményeinek részlete az iWiW grafon (m = 20, e =
0.01).
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Histogram of degrees (iWiw)

10° ‘ ‘
1) O empirical values
Pareto, alpha=1.477
_ O
107k <
>
2 107 E
>
o
o
(]
=
8 107°%L J
< 10
10k E
5 L L L
10 0 1 2 3 4
10 10 10 10 10

degree

5. abra. Az iWiW graf fokszamainak hisztogramja log-log skalazasu abran, és az

o = 1.477 paraméterd Pareto eloszlés.

Ha csak az kis értékekre akarunk Pareto eloszlast illeszteni, akkor nem hasz-
nalhatjuk az eddigi CML becslést, ugyanis igy a valédi a-nal joval kisebb értéket
kapnank, a nagy fokszamok hidnya miatt. Viszont az LSF becslés hasznalhaté. Ez
ugyanis a hisztogramra illeszti a gorbét, és ehhez elég a kis mintak ismerete is. A 6.
abran lathato, hogy az a = 0.246 paramétert eloszlas megfelel§ mértékben illeszke-
dik a pontokra. Ez meglepGen kicsi a felsé régiok 1.477-es paraméteréhez képest, és
azt mutatja, hogy az 50-60-nal kisebb fokszami pontok masképp viselkednek, mint
a nagyobb fokszamuak.

Azt, hogy a kis fokszamu pontokbol kevesebb van a vartnal, nem magyarazza meg
a részgraf kivagasanak modszere. Ugyanis a szélességi bejaras utolsd szintjén bevett
pontoknak még nincs is minden éle a részgrafba felvéve, amikor leall a bejaras, igy
elvileg a kis fokszamu pontoknak sokkal gyakoribbnak kellene lenniiik a részgrafban,
mint a teljes grafban. Kérdés tehat, hogy mi okozhatja a megtorési a jelenséget.

Ez talan azért lehet, mert amikor egy ember csatlakozik az iWiW-hez, akkor egy

kezdeti fazisban intenziven elkezd kapcsolatokat épiteni. Ebben a kezdeti fazisban
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Histogram of low degrees (iWiW)
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6. abra. Az iWiW graf 60-nél kisebb fokszamainak hisztogramja egyenletes skalazasu

abran, és a ra illesztett a = 0.246 paramétertd Pareto eloszlas.

felkutatja a baratait, igy a csatlakozas utan kevés id6vel méar sok kapcsolata van.
A baratok utani kutatas altalaban ugy torténik, hogy az ember szétnéz az eddigi
ismerdseinek az ismerdsei kozt, és sokszor koziiliik sokakat ismer, hiszen egy téarsa-
sagbol valok. Ekkor hirtelen sok 4j kapcsolatra is szert tehet, vagyis ,lemasolhatja”
egy nagy fokszamiu pont éleit, igy 6 is viszonylag kdnnyen nagy fokszamuva valhat.
Ebbdl kifolyolag az elvartnal kevesebb lesz a kis fokszamu pont. Ezen kezdeti fazis
utédn azonban elfogy a lendiilete és ,lassitani” kezd, igy a nagyobb régiokban lassab
lesz a béviilés. Ez természetesen csak egy heurisztikus felvetés, tovabbi szimuldcidok

sziikségesek a fent emlitett hatasok helyességének eldontésére.
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5. Az elkésziilt programok bemutatasa

A dolgozathoz készitett .m fajlok Matlab-ban futtathatoak, és jellegiiknél fogva
két csoportra oszthatdak. Az egyik csoport az algoritmusokat valositja meg. Ezek
mindig paraméterként kapjik meg a bemenetet, és a kimenetet vagy kiirjak, vagy
visszatérési értékként adjak tovabb. A masik csoport a dolgozatban leirt kisérlete-
ket automatizélja, ezeknek nincs semmilyen paraméteriik vagy visszatérési értékiik,
igy egyszeriien futtathatéak. Amennyiben ezekben a paraméterek &llitasara lenne
sziikség, azt a fajlok szerkesztésével lehet megoldani. Mindegyik fajlhoz egy rovid
fejkomment is tartozik, ebbdl kideriilnek az esetleges paraméterek és visszatérési ér-
tékek.

Algoritmusok
chi2t.m x2-proba egy megadott Pareto eloszlasra
cmle.m korrigalt maximum likelihood paraméterbecslés
1sf.m paraméterbecslés lineéris regresszidval
mle.m maximum likelihood paraméterbecslés
moe.m paraméterbecslés momentum-modszerrel
tme.m paraméterbecslés csonkitott momentum modszerrel

treshold_search.m  kiiszobkeresés (alap verzio)
treshold_searchl.m kiiszobkeresés (1 hibat megengedd verzio)
treshold_searchl.m kiiszObkeresés balrél kezdve

treshold_searchp.m kiiszobkeresés (a teljes tablazat kiirdsaval)

Kisérletek, mérések

caida.m kisérletek az AS grafon (4.3 fejezet)

graph_stat.m 50-50 generalt graf statisztikai (4.2 fejezet)

mixgen.m egyenletes és Pareto eloszlas keveréke (3.3 fejezet)
testalpha.m  « becslések Gsszehasonlitésa (2.3 fejezet)

testbeta.m B becslések Osszehasonlitasa (2.3 fejezet)

tm_stat.m a csonkitott mom. modszer adaptéacioja (2.2.2 fejezet)
voip.m kisérletek VoIP adatokon (3.4 fejezet)

wiw.m kisérletek az iWiW grafon (4.4 fejezet)
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6. Osszefoglalas, konklazié

Ebben a dolgozatban részletesen megvizsgaltam a skalafiiggetlen héalozatok fok-
szameloszlasat, paramétereit felderité modszereket. ElGszor bemutattam az elter-
jedt paraméterbecsld modszereket a Pareto eloszlasra (linedris regresszid, momen-
tum modszer, maximum likelihood moédszer). Ezek mellett bemutatasra keriilt egy
kevésbé ismert becslési modszert, mely bizonyos csonkitott momentumok eloszlés-
karakterizal6 tulajdonsagan alapul. Mérési eredmények igazoljak, hogy ezen becslési
modszerek koziil a Saksena és Johnson altal [7]-ben levezetett CMLE vagyis korrigélt
maximum likelihood becslés a legoptimalisabb. Mindazondltal més eloszlasok esetén
érdemes megfontolni a bemutatott TME moédszer hasznalatat is, kiilonosen abban
az esetben, ha a maximum likelihood egyenlet csak nehezen, vagy csak numerikusan
lenne megoldhato.

Az TME médszer alkalmazasakor kideriilt, hogy a csonkitési pontokat magukban
a mintaelemekben érdemes kijeldlni, és a csonkitas utan alkalmazott regressziokor a
pontoknak csak az alsé 50-70%-at érdemes figyelembe venni. A TME modszer a
bemutatotthoz hasonlé médon alkalmazhaté minden olyan eloszlasra, melyek karak-
terizalo egyenletei linedris regressziora visszavezethetGk. Tovabbi kutatis vagy alta-
lanositott regresszio sziikséges az olyan eloszlasok esetére, ahol ez nem lehetséges.

[leszkedésvizsgalatra bemutattam egy kiiszobkeresd algoritmust, amely megta-
lalja, hogy mely érték folott tekinthetd a vizsgédlt minta Pareto eloszlasinak. Ez
kiilonb6z6 modositasokkal is futtathato, mi a legengedékenyebb megoldést valasztot-
tuk. Ennek segitségével megvizsgaltuk VolP hivasokban az aktiv peiddusok hosszat.
Kideriilt, hogy a magasabb értékekre jol illeszkedik az Pareto eloszlds o = 2.18 pa-
raméterrel.

Napjainban a Pareto eloszlas a skalafiiggetlen grafok vizsgalatakor keriil el§ leg-
gyakrabban. Ezért statisztikai modszereink legf6bb alkalmazasi teriilete ezen grafok
vizsgalata. Ennek jegyében megvizsgaltam néhany graffejlédeési modellt (BA, GLP,
IG), és Osszehasonlitottam Gket valodi halozatokkal, pontosabban az AS és az iWiW
graffal. Ezen vizsgélatok sordn kideriilt, hogy az IG modell kival6an illeszkedik az AS
grafra, mindkettGben az also kiiszob 5-10-es nagysagrendd és e folott az o parameéter
értéke 1.3 koriil van.

Az iWiW hélbzatra viszont egyik fenti modell sem illeszkedik igazén, egy vi-

szonylag magas fokszadmnal 1év§ torés ugyanis két részre bontja az értéktartomanyt.
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A torés alatt és folott is hatvanyfiiggvény alaka az eloszlas, de méas-mas exponen-
sekkel. Feltételezésem szerint az iWiW graf fejlédésekor més szempontok is szerepet
jatszanak, mint a tobbi halozatnal.

Természetesen a skalafiiggetlen halézatokat sok mas szempont alapjan is lehet
vizsgélni, ezek koziil nagyon sokat mar kidolgoztak a kutaték. Dolgozatomban a Pa-
reto eloszlas illesztésére helyestem a hangsilyt, mely véleményem szerint igen érdekes
feladat volt. Remélem, hogy ezen eszkozok segitségével a késGbbiekben a skalafiig-

getlen halozatok még részletesebb megismerésére is mod nyilik.
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A. Statisztikal emlékeztetd

Egy X valdszintiségi hattérvalton meghigyeléseket végziink. Ekkor statisztikai
minta alatt a fiiggetlen, azonos eloszlast X1, Xo, ... valoszintiségi valtozok sorozatat
értjiik, ahol az X; valoszintségi valtoziik eloszlasa megegyezik az X hattérvaltozoé-
val. A megfigyelések egy konkrét realizdcidjdt xi,x2,... jeloli. A mintaelemek egy

T(Xy,...,X,) figgvényét statisztikinak nevezziik.

Alapstatisztikak
Mintaatlag
I
X == X;
i
Empirikus szorasnégyzet
2 1¢ 2
Se==) (X;—X)
i

Korrigalt empirikus szérasnégyzet

n

5*2 —

n — n—1

1 & .
2 )2
5% = Z(XZ X)
i=1
K-adik empirikus momentum
1 n
My, =~ > X!
i=1

Becsléselmeélet

Most feltessziik, hogy a hattérvaltoz6 valamilyen 6 paraméterrel paraméterezhetd

eloszlascsaladbol szarmazik.

1. Definicié. A [ikelihood-fliggvény a mintaelemek egyiittes sdriségfigguényét

(diszkrét esetben sulyfiggvényét) jelenti.

n

Lo(z) = [ folxs)

1=1
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2. Definicio. A T(X) statisztika elégséges a 0 paraméterre ha az

Ly (x) -
folz|T(X)=1t) = { Ok ha T(X) =t,

0, kiilonben

feltételes stiriségfiigguény nem fiigg 0-tol, ahol fI(t) jeléli a T(X) statisztika siri-
ségfigguényét a t helyen, Lo(x) pedig a minta likelihood-fiigguényét.

Ez definicié a folytonos esetben érvényes. Diszkrét eloszlasra hasonlé, csak stirtség-

fliggvény helyett silyfiiggvénnyel.
3. Definicié. A T statisztika teljes, ha
E(g(T)) =0, V0= g =0 majdnem mindeniitt

Vagyis a teljes statisztikdnak csak az azonosan 0 fliggvénye lesz 0 varhato értékd.

Az elégségesség és teljesség fogalma is tulajdonképpen a T statisztikanak a 6 pa-
raméterre vonatkozo informécié-megdrzését fejezi ki. Amig az elégséges statisztika a
mintaelemekbdl minden 6-ra vonatkozo informéciot megériz, addig a teljes statisztika
semmilyen olyan informaciot nem 6riz meg, ami nem a -ra vonatkozik. Az elégséges
statisztikdk kozott bevezethet§ egy részben rendezés, informéacio-gazdasagossagi”
szempont alapjan: T a Th-nek aldrendelt statisztika, ha létezik v fliggvény, hogy
Ty = v(T3).

4. Definicio. A T statisztika minimadlis elégséges, ha aldrendelt statisztikdja bdr-

mely mds elégséges statisztikanak.
2. Tétel. Ha o T elégséges statisztika teljes, akkor minimdlis elégséges is.

Most a 0 paramétert, vagy annak valamilyen (0) fiiggvényét szeretnénk becsiilni
az X = (Xy,...,X,) fiiggetlen azonos eloszlast minta alapjan konstrualt 7'(X)

statisztika segitségével.

5. Definici6. T(X) torzitatlan becslés 1)(0)-ra, ha
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6. Definicio. Legyen Ty és Ty torzitatlan becslés (0-ra vagy valamilyen ¥ (0)-ra). Ty
hatdsosabb T5-nél, ha
D(Ty) < DA(Ty), V0

és legaldbb eqy Oy esetén hatdrozott egyenldtlenség teljesiil.

7. Definicié. Egy torzitatlan becslés hatdsos, ha barmely mds torzitatlan becslésnél

hatdsosabb.
3. Tétel (Lehmann-Scheffé). Ha T elégséges, teljes és torzitatlan, akkor hatdsos.

Ez a tétel a Rao-Blackwell-Kolmogorov-tétel kovetkezménye [8], utobbi bizonyitasa

megtalalhato [4]-ben.
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